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| Aspects corpusculaires du rayonnement (voir [1] a [8])

Max Planck a résolu le probleme de la catastrophe ultraviolette (divergence de I'énergie aux faibles
longueurs d’ondes de la loi Rayleigh-Jeans) en introduisant la quantification des échanges d’énergie.
On va voir dans ce cours qu’on peut aller encore plus loin en introduisant la notion de photon.

1) L'effet photoélectrique
a) Expérience

L'effet photoélectrique est I'émission d’électrons par un matériau soumis a I'action de la lumiére. On
peut le mettre en évidence grace a une expérience :

Préparation de I’électroscope :
-remplacer la partie supérieure de I'électroscope par la plaque de zinc

-on charge une baguette positivement par frottement, ce qui arrache les électrons (le plastique marche
tres bien quand on préfére éviter la peau de chat !)

-on établit le contact baguette-plaque, surplus de charge positive, I'aiguille est repoussée et s’incline

-on pose un instant un doigt sur la plaque, le corps sert de masse, |'électroscope redevient
électriquement neutre et 'aiguille redevient verticale

-on retire la baguette, qui repart avec ses charges positives, I'électroscope est chargé négativement et
I"aiguille s’incline a nouveau

On peut maintenant mettre en évidence I'effet photoélectrique

-éclairer la plaque de zinc avec une lampe a vapeur de mercure en placant une plaque de verre a la
sortie de la lampe. Rien ne se passe.

-retirer la plaque de verre. L'aiguille remonte, les électrons ont bien été arrachés par la lumiére. Par
ailleurs on met aussi en évidence le fait que ce phénomeéne dépend de la longueur d’onde.



Pour que I'expérience fonctionne, il faut placer I'aiguille dans le bon sens, il faut que sa seule position
d’équilibre stable soit quasi-verticale, et pas qu’elle ait deux positions d’équilibres, une verticale et une
horizontale. Par ailleurs le mieux est d’utiliser une lampe a vapeur de mercure cylindrique. Cette
expérience est qualitative, si on veut mieux comprendre |'effet photoélectrique il faut en réaliser une
guantitative. Le montage proposé pour cela est le suivant :
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Photocathode

La photocatode est une plagque métallique sensible i la lumiére. L'anode une électrode
destinée & recueillir les électrons. L'ensemble des denx est placé dans un tube & vide.
La photocatode est éclairée par un faiscean lumineux de fréquence i et de puissance P,
On place 'électrode & un potentiel V par rapport & la photocatode, ce qui a pour effet
d’accélerer les éventuels électrons arrachés par effet photoélectrique, et donc de les re-
pousser ou de les attirer selon le signe de la tension.

Omn reléve le courant et la tension.

Les résultats de cette expérience sont de la forme suivante :
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On voit sur la caractéristique & v fixé que le courant finit par atteindre une valeur
fixée & V grand, proportionnelle & la puissance P. Par ailleurs le courant est non nul
pour une tension nulle. Il s'annule pour une tension négative V0. Sa valeur absolue,
|VO| représente la contre-tension maximale an deli de laguelle avcun courant ne passe
plus car 'anode repousse tout les électrons. Elle est telle que :

Sa valeur dépend uniquement de v et pas de I

— ¢lle augmente linéairement avee » de pente indépendante du matérian

Il existe une fréquence seuil v, en-dessous de laguelle il 0’y a pas d'effet photo-
électrique. v, dépend du matérian

On va voir comment la notion de corpuscule de lumiére permet d’expliquer ces résultats
A priori étonnants.



b) Interprétation d’Einstein

11 fant fournir un travail pour arracher les Eectrons du métal, noté W,

51 lénergie de londe lomimense est commumigués sous forme de corpuscules nommées
photons et d'énergie e, celle-ci ne pourra arracher les électrons que si | e = W, = e,
On explique ainsi le senil, qui dépend bien do matérian.

Siv = p, Vexeldent d'énergie est cmporté par U'électron sous forme d'énergie cind-

2

tique | hr = W, + %mn

Clest cotbe tnergie cinétique qui permet anx Slectrons datteindre Vanode  miéme s'ils
sont repousses lorsgue la tension est négative. La contre-tension maximale |V0| est done
telle que : e|V0| = dmv® = e — Ws = hiv — v.)

h
soit | |10 F{u—u;.}

On retronve bien le fait que la pente est indépendante do matérian, Cela a ét¢ confirmé
expérimentalement, on retrouve bien la méme valear de b que Planck!

Si on introduit la longueur d’onde seuil Ay = = la longueur d’onde au-dessus de laguelle
il n'y a plus d'effet photoélectrique et qu'on prisente quelques valeurs pour différents
miabérian ;

Métal Ni Fe In Na Rb Cs

m 248 258 365 456 564 550

On remarque que pour le Zine, la longueur d’onde seuil est dans VUV ce qui explique
pourquod dans expérience introductive il fallait des UV pour arracher les électrons.
On wvoit done que la notion de photon permet d'expliquer effet photoélectrique de
fagon satisfaisante.

2) Le photon : caractéristiques et applications
a) Masse et impulsion

Les photons, "grains de lumiéres" se déplacent a priori a ¢, la célérité de la lumiére,
Ils sont donc nécessairement relativistes. Or on rappelle que I'énergie d'une particule
relativiste est £ — /p?c? + m2¢* on p est 'impulsion de la particule et m sa masse.

On en déduit donc que hy — /p*c* + m?ct .

Cette relation est valable pour toute fréquence donc en faisant tendre la fréquence vers
2¢)y0 = 0
. \/—3 s 3 (Pz =0
0: (y/p*c? + m?ct), -y = 0. d’on { (m?ch),
Comme la masse et la célérité de la lumiére sont indépendantes de la fréquence, on en
déduit que m — 0. Le photon est une particule de masse nulle!

On a alors £ = pe pour un photon.

Remarque : Pour le photon on n’écrit pas 7 = ym7T car v tend vers 'infini et la
masse est nulle.

On a donc hr = pe soit | A = ; . C’est la relation de De Broglie.

On peut sinon écrire 7 = h k.




Application : refroidissement Doppler

Par refroidissement, on entend diminuer 'agitation thermique, done si on considére
un gaz d'atomes par exemple, diminuer la vitesse thermique de ces atomes.

On considére un atome dans un niveau d'énergie Ea, avec un niveau excité au-
dessus d'énergie Eb telle que Eb-Ea—hu,. Si on envoie a 'aide d'un laser un photon de
fréquence 1y sur 'atome, il va pouvoir 'absorber et passer dans le niveau excité. Or par
conservation de 'impulsion, si le photon se propage en sens inverse de atome, 'atome
va ¢tre ralenti.

Sa vitesse va ¢étre & nouvean modifiée par émission spontanée d'un photon lors de la
désexcitation mais ce processus étant isotrope, aprés un trés grand nombre de cycle
absorption-émission spontannée, la modification de la vitesse par émission spontanée
sera nulle en moyenne. C'est ainsi que 'atome peut étre ralenti.
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Par conservation de la quantité de mouvement, la variation de vitesse de I'atome lors
de 'absorption est Av -~ —22
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Pour un atome de rubidium (atome typigue lors de ce type d'expérienes) { "
!

mo 145 % 107 Pkg
386 = 10"H=

donc Av = —(imm.s™!

Typiquement, la vitesse thermique d'un gaz d’atome de rubidium A température am-
biante est de quelques centaines de métres par seconde. On voit qu'il va falloir beaucoup
de cycles d’absorption-émission spontanée  pour ralentir significativement, 'atome, mais
¢a permet de justifier pourquoi on peut négliger U'influence de I'émission spontanée par
MOYCnnage.

Cependant on peut remarquer qu'un des problémes de ce procédé est qu'il faut connaitre
la direction de propagation de 'atome pour placer le laser en face, et aussi qu'il faut
arréter le laser an bon moment car sinon 'atome va commencer a se déplacer dans le
méme sens que le sens de propagation du laser au bout d’un certain temps.

Le procédé précedent est complété par utilisation de I'effet Doppler : en plagant deux
lasers face a face dans la direction de propagation de 'atome de fréquence vy < vy, si
le laser se propage dans le méme sens que 'atome, la fréquence percue sera encore plus
faible, mais s'il se propage en sens opposé, la fréquence percue sera plus élevée que
et done plus proche de . L'atome absorbe le photon avec une probabilité beaucoup
plus grande sl se dirige en sens opposé i celui-ci, i.e si 'absorption du photon va le
ralentir.

Atome
Immcalle VEL <Y
Atme méme @\/
p VEY -NEV,
sens que faser 2
Atome sens veyxTy,
opposé s leser A

Latome absorbe le photon avec une
probabilité beaucoup plus grande s'il se
dirige en sens opposeé a celui-ci, i.e si
I'absorption du photon va le ralentir.



b) Moment cinétique

Comme 1'électron gui posséde un spin 1/2; le photon posséde également un moment
cinétique intrinséque. Son spin est de 1.

Si & priori 3 projections sont possibles, la projection de spin 0 est interdite par la théorie
quantique des champs car le photon a une masse nulle.

ms — -1 : polarisation circulaire gauche notée o~

Les projections correspondent aux polarisations : PR s 2 .
proj P " ms — 1 : polarisation circulaire droite notée a*

La polarisation rectligne 7 est la superposition d'une circulaire droite et d'une circulaire
gauche,

Application au pompage optique :

L’hamiltonien d’interaction d’un atome avec un champ électrique est (approximation

aux grandes longueurs d’ondes) Hppy - ~D.E on D est I'opérateur moment dipolaire
électrique de I'atome et E le champ électrique extérieur.

Le rayonnement ne peut provoquer la transition entre deux états atomiques |a) et
[b) au ler ordre de la théorie des perturbations que si {a|Hga|b) # 0 . Si on écrit |a)
et |b) dans la base |n,I,m) on peut aboutir i des régles de sélections. En considérant
que Eb>Ea :

— -l = 11

o i my — Mg = —1

ot:my—my = +1
My = My,

Si on considére la transition entre un nivean fondamental de moment cinétique total
Je = 1 et un excité J, = 0 et qu'on éclaire avec des photons de polarisations n :

A 1=0 : les trois sous niveaux

m fondamentaux sont équipeuplés

=0 —_—

|

‘ A te= le sous niveau londamental

a* X m=0 est vide et les deux autres sont
) équipeuplés
n

-

Ja=1
me1 m«=0 m«1

Une des utilités du pompage optique est de préparer un état quantique.



Regles de sélection

m=-2 m=-1 m=0 m=1 m=2

=2

=1

On voit que le modeéle du photon a permis d’expliquer des phénoménes comme [Ieffet
photoélectrique, et que ses caractéristiques donnent lieu a de nombreuses applications. Mais a-t-on
des vraies preuves de leur existence ? C’est ce que nous allons voir maintenant.

3) Photons uniques
a) Réalisation d’une source propre

La premiére démonstration expérimentale d"une source pouvant émettre des impul-
sions lumineuses & un seul photon a été réalisée par Philippe Grangier, Alain Aspect et
Gérard Roger a 'Institut d’Optique en 1986.

Cette expérience consistait a isoler 'émission de fluorescence d'un atome de calcium.
Un atome de calcium initialement au repos puis excité va se désexciter en émettant
successivement 2 photons de fréquence vy (A=551 nm) puis v (A2=423 nm).

On détecte le premier photon émis, on sait alors que dans un intervalle de temps T
de l'ordre de 5ns, correspondant a la durée de vie de I'état intermédiaire, le deuxiéme
photon va étre émis. On peut alors isoler ce deuxiéme photon!

Il existe d’autres types de sources de photons uniques, comme les centres NV par
exemple.

Source de photon unigue

%/1 (551 nm)
)wvi (423 nm)




b) Anti-corrélation

On cherche & prouver que la source obtenue émet bien les photons un par un. Pour
¢a, un interférométre de Hanbury Brown et Twiss a été mis en place

() B

Retard T Coincidence

’

Lumiére a
analyser

50/50

D1 et D2 sont des photodétecteurs.

On note :

Py(t) la probabilité qu’un photon soit détecté par D1 a l'instant t

Ps(t + 7) la probabilité qu'un photon soit détecté par D2 a I'instant t | 7

Pya(t, t + 7) la probabilité qu'un photon soit détecté par D1 a l'instant t et un autre
par D2 a l'instant t 47

On définit alors la fonction de corrélation g (7) ,,’:2;‘;(,',; : - l)

oo e . (2) Maltt)
On note "anticorrélation A — ¢'*(0) AORD
On voit que si la source émet des photons un par un, A—0 car il est impossible de
détecter un photon a la fois en D1 et en D2 au méme instant t : 8’1l est unique il passe
soit par la branche 1 soit par la branche 2 de I'interférométre.

<l () 12(t)>

Pour une source classique en revanche, on peut écrire A = g#(0) = - R OEST AN

Or, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz, ona A > 1.

[’équipe qui a réalisé la source de photons uniques décrites précedemment a utilisé
cette source pour mesurer le coefficient d’autocorrélation. lls ont obtenu une valeur
A =0.18 < 1, ce qui contredit le caractére ondulatoire de la lumiére, et est consideré
comme une preuve suffisante du caractére corpusculaire du rayonnement bien que A ne
soit. pas strictement nul.

Ainsi, le rayonnement présente un caractere corpusculaire ! Néanmoins, cela ne veut pas dire que ce
qui est connu sur son aspect ondulatoire est faux, il faut prendre les deux aspects en compte. Cette
dualité onde-corpuscule est mise en évidence dans des expériences d’interférences avec des photons
uniques.



Il Aspects ondulatoires de la matiere (voir [9] a [13]

A la fin du 19éme siecle, on a deux théories bien distinctes pour déerire deux objets de la
physique : la théorie de Maxwell pour I'électromagnétisme et la méeanique newtonienne pour les
corps matériels. Nous avons déja vu que certains phénomenes inexpliqués dans le cadre de ces
théories avaient conduit Einstein au début du 20eme siecle & proposer la théorie de la dualité
onde-corpuscule de la lumiére, introduisant a cette occasion la notion de photons (des corpuscules
de lumiére d’énergie bien déterminée). C'est une découverte fondamentale, point de départ de
la théorie quantique. Mais ¢a ne s'est pas arrété la. En effet; en 1912, Niels Bohr postule que
les énergies des édifices atomiques et moléculaires n'adoptent que des valeurs discrétes et ceci
est ensuite mis en évidence expérimentalement par Franck et Hertz dans les atomes (en 1914).
Cependant, une telle quantification des énergies de la mati¢re semblait impliquer un aspect dis-
continu dans les lois de la nature et ceci heurtait la sensibilité de plusieurs physiciens dont Einstein.
L'origine fondamentale de la quantification restait mystéricuse. Et une des fagons de la compren-
dre, c¢'est de se tourner vers une description tout a fait innovante de la maticre, une description
ondulatoire.

1) Comportement ondulatoire de la matiere

En 1923, Louis De Broglie fait I’hypothése que les particules matérielles, tout comme les photons
peuvent avoir un comportement ondulatoire.

Avee ce postulat, on est tres content pour deux raisons. On peut désormais interpréter la
quantification des niveaux d’énergies des atomes en terme d’ondes stationnaires et de modes propres
d'une onde confinée dans une cavité, La continuité tant désirée par Einstein est restaurée ici. De
plus, on rétablit ainsi la symétrie entre onde et particule : il n’v a pas que les phénomeénes qu’on
pensait ondulatoires qui penvent étre vus comme corpusculaires, mais tous les phénomenes relevent
de la dualité onde-corpuscule.

Regardons les ordres de grandeur des longueurs d'onde de De Broglie associée i quelques objets
courants
- Pour monirer que les propriétés ondulatoires de la matiiére sont impossibles & meitre en évidence
dans le domaine macroscopigue, on peut prendre Pexemple de la pomme de Newton de rayon 2
cm et de masse o= 100 g, qui tombe d'un arbre & une hauteur de 2 m do sol & une vitesse de
v = 6.3 m/s. On trouve alors une longueur d'onde de De Broglie : A = ﬁ = %le—'r; e 10°* m,
Ce qui est trés négligeable devant la taille de la pomme. 1l n'v a done pas de manifestation du
caractere ondulatoire de la matiére & cette échelle.
- En revanche, pour un électron non relativiste de masse m, = 9.10~* kg, et de charge g = 1, 6,107
C qu'on accélére par une différence de potenticl V en volts, on a par conservation de I'énergice,

2
E =4V = ;j soit p = +/ 2m.qV

Iy

done ! 1,23
A= : = —— &n mm

2m.q vV

(voir Cohen p43)

Avec des différences de potentiel de quelques centaines de volts an millieme de volts, on obtient
cette fois des longueurs d’onde comparables a 'ordre de grandeur de la distance entre atomes d'un
résean cristallin, avec lesquels il est possible de faire de la diffraction par des rayons X (Ay € [0.01, 5]
nm). Ainsi, on imagine que I'on va pouvoir mettre en évidence des phénomenes de diffraction sur
des cristaux ou des poudres cristallines avec des électrons pour valider I'hypotheése d'une onde.



On va s’intéresser a la diffraction des électrons :

Expérience de Davisson et Germer (1927)

Movable -~ . Vacuum
detector { x|
4 /} .
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Davisson et Germer avec leur appareil
utilisé pour la diffraction des électrons

En 1927, Davisson et Germer réussissent 4 metire en évidence ce caractére ondulatoire de la
matiere. Leur expérience consiste a envover sur un cristal de nickel (d=0.216 nm) un faisceau
d'électrons obtenus par extraction a partir d'un filament métallique chauffé et accélérés sous une
tension de 54 V. Au dela du cristal, on receuille les électrons sur un détecteur apres diffusion. On

ne va pas exposer ici leurs résultats simplement parce qu'on va faire comme cux.

Expérience : Tube de diffraction

Cathode  Anode

1
' Ecran de
U, graphite mince

L e - =

R e 9 = 012



On a le meéme type de dispositif . Des électrons sont extraits d’un filament de tungsténe chautfé
et ncedlérés ici sous une tension allant jusqu’a 6000 V (attention & ce qu'ils soient bien non rel-
ativistes quand on fait 'expérience, je n'al pas dépassé 4000 V). Ils sont alors diffractés par une
poudre de graphite (plans de graphites disposés aléatoirement ) ce qui donne une figure de diffrac-
tion invariante par rotation et deux anneaux correspondants aux deux dimensions caractéristiques
du graphite,

Comparaison des figures de diffraction obtenues

Figure de diffraction avec des rayons X sur Figure de diffraction avec des électrons sur
de I'aluminium (poudre métallique) de I'aluminium (poudre métallique)

(voir Basdevant p32)

On observe une figure de diffraction, semblable a celle que 'on obtient avee des rayons X sur
le meme cristal. Mais cela va plus loin encore. Si on fait varier la vitesse v des électrons, la
figure de diffraction change de dimension en restant identique. Pour une implusion bien choisie
des électrons, on constate qu’elle se superpose exactement avec celle des rayons X de longueur
d’onde Ax. Cette impulsion vérifie la relation :

h

Dy =
0=

c’est-a-dire la relation prédite par Louis De Broglie. Cette derniére se voit donc confirmée par
l'expérience. De plus, cette expérience peul étre réalisée avec d’autres particules (on peut aller
Jusqu’a du carbone Cy fullerénes). Dans tous les cas, pour un eristal donné, les figures de diffraction
obtenues sont semblables et la condition de superposabilité avec la figure issue des rayons X
demeure.

Donge si 'on résume ce que 'on vient de montrer jusque la, la matiére a donc un comportement
ondulatoire et obéit aux relations éerites plus haut. On se demande alors si comme on en a
I'habitude, il est possible d’établir une équation d’onde sur ces ondes de De Broglie



2) Equation de Schrédinger

On se restreint ici & une particule libre non relativiste. Son énergie va done se résumer a
son énergie cinétique telle que Ee — ﬁ% (dont I'énergie potentielle est nulle). Comme il s’agit
d'une particule guantique, cette derniére vérifie les équations suivantes qui consistent & décrire son
comportement ondulatoire :

E=hw et ? = hI‘r

. e . ‘e . . . I .
Ceci nous permet d'éerire la conservation de 'énergie mécanique @ fuw = % ce qui peut se
I 7j3 , . .
réecrire @ fuw — % = 0. Cette relation entre k et w ressemble alors fortement & une relation
de dispersion classique lorsque 'on étudie des phénoménes ondulatoires. Clest done & partir de

celle-ci que 'on va trouver I'équation d'onde.

On prend alors une forme d'OPPH telle que : (7, t) — 'E,':'nl"".':?'?_"'”. (En 1926, Schrodinger
cherche lopératenr différentiel associé & la relation de dispersion qu'il applique sur une certaine
fonction qu'il prend dépendante de r et de © pour ne pas avoir de tantologie du type 0=0).

On sait que : i%  wi et A 2 =k avee A = ’r’:T‘_, + ‘f—'} + :‘;’_}’ en coordonndées cartésiennes,
done on trouve 'équation de Schridinger pour une particule libre :

Le miéme raisonnement peut étre effectuer pour une particule dont le mouvement est influence
par un potentiel extérieur V(7,¢), et de la méme fagon en rajoutant ce terme dans la conservation
de I'énergie, on arrive 4 'éguation de Schrodinger généralisée,

Généralisation : Equation de Schrodinger

Pour une particule matérielle de masse m non relativiste

d’énergie potentielle V,

COWED R
L ot —% lp(T,t)'I' (T,}t)l/)(;r,t)

|l | V
_\ —

Energie Energie
cinétique potentielle

Cette équation mathématique décrit parfaitement les phénoménes. Cependant, on arrive ici face
a un "probleme” : qu'est ce que cette fonction introduite dans I'équation d’onde qui régit si bien
le comportement des objets quantiques ?



3) Interprétation probabiliste : notion de fonction d’onde
a) Aspect probabiliste de la diffraction d’électrons

Il y a bien davantage qu’'un simple phénomeéne ondulatoire dans Pexpérience de diffraction des
électrons. Comme en physique ondulatoire habituelle, on envoie sur un écran E percé de deux fentes
un faiscean d’électrons de longueur d’onde A. Que se passe-t-il si nous envoyons les électrons un
par un de la méme fagon sur deux fentes 7 Ceci est tout a fait concevable en pratique : 'électron
aunecharge déterminée et la proposition "un seul électron est passé” est parfaitement décidable.

Diffraction controlée d’électrons a double fente

ALY
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Diffraction d’électrons contrdlée a double fente
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Published 13 March 2013
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Tout d’abord, chaque électron est capté en un point bien précis du détecteur. L'électron ne
se sépare pas en morceau : il s'agit bien d'une particule physique et ceci illustre son aspect
corpusculaire. Le phénomene n'est done pas purement ondulatoire puisqu'une onde aurait
empli tout 'espace. Toutefois, le point d'impact est aléatoire : différents électrons indépendants
préparés dans les mémes conditions ont des impacts différents. Si on prépare les N électrons dans le
méeme état, alors les N résultats de mesure de la position z suivent la probabilité : P(z) = I(z), _»
=» le phénoméne est de nature fondamentalement probabiliste. Un grand nombre d’électrons se
répartit sur le détecteur pour donner une figure d'interférences, de la méme forme que celle que
I'on obtiendrait avec des rayons X de longueur d’onde égale & la longueur d’onde de de Broglie des
Glectrons. Born a proposé cette interprétation probabiliste en 1926.

Cette vision des électrons comme d'un phénoméne aléatoire & petit nombre d’événements (de
choes), puis d’uneréalisation & grand nombre d’événements nous fait penser que nous sommes
ici en présence d'un phénoméne de nature fondamentalement probabiliste. Mais attention cet
aléatoire est différent d’un aléatoire classique, puisque si 'on bouche une des fentes, on obtient
une distribution centrée sur une des fentes. Classiquement, le résultat obtenu en ouvrant les deux
trous devrait étre la somme des deux distributions. Il n’en est rien.

On peut done en tirer deux conclusions fondamentales :

1) Les électrons n'ont plus de trajectoire au sens classique : observant les interférences, nous ne
pouvons pas dire par ol les électrons sont passés. On peut méme imaginer que ¢’est par les deux
trous & la fois. Ainsi, en mécanique quantique, la notion de trajectoire s'effondre. A la notion
classique de trajectoire, suceession de divers états du corpuscule classique an cours du temps, doit
etre substitué la notion de propagation de I'onde associée a la particule.

2) Si I'on ne mesure pas par quel tron passent les électrons, ceux-ci sont capables d'interférer aprés
cette mesure, ils ne le sont plus. lls ont été dérangés par la mesure. En physique quantique, une
mesure perturbe le sysieme. La distribution que 'on a en sortie dépend de la mesure (liée aun
processus de détection).

Comparaison avec I'électromagnétisme

" Mécanique
Electromagnétisme .
guantique
Grandeur
accessible lors de . Probabilité de
Eclairement ,
la mesure s 4 s présence
(interférences) T P =y +al?
. Vibration scalaire Amplitude de
Amplitude du : AR
e lumineuse probabilité de
champ considére . .
s(#,t) présence

P(r.t)

b) Fonction d’onde



La description d’une particule de masse m i | se fait par U'intermédiaire d'une fonction d'onde
complexe t,"?(?, t) dont l'interprétation physique est telle que la probabilité de trouver la particule
A linstant t dans le volume @*7 entourant le point 7 est : dP(7) = |[0(7, )27 on |[w(7, 1)
est la densité de probabilité de présence en 7. (7, 1) est Pamplitude de probabilité de présence
(la description quantique exige de remplacer six variables ¥ et 7 par un champ scalaire (7, 1)
lié au processus de détection).

Conséquences :

1) La probabilité totale de trouver la particule en n'importe quel point de l'espace est : / d*P =1
R
soit / [¢(7, 0P &*7 = 1. (7, 1) doit donc étre de carré sommable (normalisable)
"l

2) La dimension de ¢ est alors donnée par [ = L%

»
Cependant, si on regarde Ponde sur laquelle on avait abouti plus haut, ¥(7,t) = e 7=,
on a que |[y(7,#)]* = |vu|* uniforme dans tout Uespace. Cette onde plane monochromatique ne
peut pas représenter une particule car elle n'est pas normalisable.

4) Paquet d’ondes libres
a) Définition

Si on revient a I'équation de Schrodinger, on voit que cette derniére est linéaire.
Principe de superposition

Equation de Schrodinger linéaire :

W Y ——
ih——= = S (1) +V (U )

Principe de superposition :

Toute superposition linéaire de fonction d'onde solutions
de I'équation de Schrodinger est une fonction d’onde
solution de I'équation

Paquet d’ondes

On en déduit done de la méme fagon que dans le cours sur les ondes, qu'il faut considérer un pa-

N, 377 % v , i
quet d’onde tel que (7. 1) = W / g( k)eitk F-w) 3K solution de | équation de Schrodinger

- . ; > - ¢
avec g( k) un coefficient eventuellement complexe qui représente pour chaque £ le poids de sa
composante.

A une dimension, on peut écrire : (1) = 7'2-7 / g(k)e =" dk

(voir Cohen p23)



b) Evolution temporelle

On regarde la propagation libre de ce paquet d’onde. On déroule les résultats par analogie avec
le cours sur la physique des ondes

> 2 - . 2 2
e Relation de dispersion de 'onde de De Broglie : hw — 52% done w = %

e Vitesse de phase : vy = § = 7?- =/ ;-—5 oit v, dépend de w done le milien est dispersif.

Les différentes composantes se propagent a des vitesses de phases différentes. Il y a un
élargissement du paquet d’onde an cours de la propagation.

e Vitesse de groupe (vitesse de propagation de enveloppe de ce paquet d’onde) : on prend

une composante |g(k)|? trés piquée dans l'espace des k autour de &, (de largeur Ak << k,)
2k
2m

By = dﬁw)"« Ainsi, = dw ainsi, v, = %: AVeC Proy = Nk,

I

—
Done, v, = === On retrouve la vitesse classique de la particule, ce qui lie done la mécanique

classique et la mécanique quantique.
c) Relation d’incertitude/d’indétermination d’Heisenberg

Valeur moyenne des résultats : < z >= [ z|y(7,¢)]*dz

Ecart type : Az = V< 22 > — <z >?

Relations d’indétermination de Heisenberg

(a)

(b)

(c)

X x

Propriété: AxAk > %

D’apres les propriétés de construction du paquet d’onde, on obtient I'inégalité suivante :
AzAk > % soit AzAp > g

L'indétermination que 'on a sur la position de la particule et celle sur sa quantité de mouvement
ne peuvent pas étre arbitrairement aussi petites que 'on veut. Il y a une limitation intrinseque
a la précision que 'on peut avoir sur la position et 'impulsion d’une particule et qui ne dépend

pas de 'appareil de mesure utilisé. Cette limitation est due a la valeur non nulle de & et n’a pas
d’équivalent en mécanique classique.



Applications (voir Cohen p46, B1) :

- Onde plane de De Broglie ¢(7,t) = Aei™ 7)ot K est parfaitement conon et Ap = 0. La
fonction d'onde a une extension infinic et la particule a une probabilité de présence égale a |AJ?
partout dans 'espace soit Ar = +oo |

- Pomme de Newton : p = 100,107 # 6.3 = 0.63 kg.m/s. On a Az =~ Ilmm et Ap > .'T.r -3
kg.m,/s ce qui n'est done pas génant.

La mécanique quantique semble étre reliée essentiellement a des phénomenes peu intuitifs qui
échappent a notre perception quotidienne. Il est important néanmoins de rappeler que cette théorie
est née au début du 20° siécle, et qu’elle a jusqu’a présent passé avec succes la totalité des tests
expérimentaux imaginés par les physiciens. Cela en fait I'une des théories les plus vérifiées de nos
jours. Dans les faits, la mécanique quantique est bien ancrée dans notre quotidien : on considéere que
ces applications prennent part & 30% du PIB des Etats-Unis.

lIl Confinement d’une particule (voir [1], [2], [10])

Il existe un lien fort entre confinement spatial d’une particule et quantification de ses énergies
accessibles. Les enjeux du début du XXe siécle sont de décrire la matiere au niveau atomique. De
nombreuses expériences rapportent des résultats surprenants et décrivant un phénomene singulier :
la quantification de I’énergie : I'énergie d'un atome ou d'une molécule ne peut prendre qu'une de ces
valeurs quantifiées, il s’agit d’un résultat pour le moins singulier (voir expérience de Franck et Hertz,
en 1914). A cette époque, le modele de Bohr existe mais la quantification de I'énergie n’est qu’un
postulat : on va essayer de voir d’ou ¢a sort dans cette lecon.
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1) Effets du confinement sur une particule
a) Définitions
Une particule est dite confinée lorsqu’elle est contrainte de rester dans une région restreinte de

I'espace, sous I'effet d’une force ou d’un potentiel (particule dans une bofte).

2
L’équation de Schrodinger s’écrit: Hy = Ey avec H = zp_m+ V, V traduit le confinement de la

particule. On suppose qu’il est stationnaire.

Si on considéere un électron confiné dans cette salle, il y a peu de chance pour que de quelconques
effets quantiques apparaissent. Il faut préciser un peu : on calcule la longueur d’onde de de Broglie
d’un électron libre & température ambiante : me = 9,1.103 kg, v = 10° m.s donc Ags = 7 nm. Par
conséquent il faudra que V ait des variations sur des distances nanométriques.

b) Modele du puits carré infini
Premiere modélisation : parois qui confinent parfaitement la particule (fictif)

V(X)
A

v X
0 a

Avec ce modele on peut directement écrire que dans | et Il : W(x) = 0 car il faudrait une énergie infinie
pour faire sortir la particule de la zone, ce qui est impossible.

On écrit I'équation de Schrodinger dans Il :



2 g9 o2 2.2
W OY _ b soit 22 k20 =0o0b B = 2F

- [P 3 :
2 da? Al 2

On résout et on obtient : W(x) = A cos(kx) + B sin(kx)
W doit étre continue donc les conditions aux limites s’écrivent : W(0) =0 et W(a) = 0.

. . nm . . .
On trouve ainsiA=0etk, = —-avecnun entier naturel non nul (sinon on aurait W nulle partout).

On trouve donc finalement :

Eli'i'
a WML
E, =n"

T

¥
= n"E

2ma?
Remarque : I'énergie est quantifiée ! E; est non nulle (contre-intuitif : ex d’une bille dans un verre, son
énergie minimale est nulle).

Avec un électron a température ambiante et a de I'ordre du nm on trouve E; = 400meV (énergie dans
IIR).

. . .z . nmx
On peut aussi calculer les fonctions d’ondes associées : ¥, (x) = Bsm(T)

. o 2
La condition de normalisation donne : B = \/;

nmx

Finalement : Y, (x) = \/gsin(T)

Animation : tracé des niveaux d’énergies et fonctions d’ondes associés. On remarque que W s’annule
en certains points : la encore contre-intuitif (retour sur 'exemple de la bille dans un verre : si on lui
donne une vitesse, elle va rebondir sur les parois mais aura toutes les positions accessibles). On
remarque aussi que les énergies se rapprochent quand la largeur a du puits augmente : c’est cohérent.
Si le puits est grand devant Ags, on a plus quantification.

(voir [14])

Il s’agit d’un exemple fictif mais qui permet de faire émerger du confinement la quantification de
I’énergie. Intéressons-nous maintenant a une modélisation plus réaliste.

2) Le confinement en pratique
a) Modele du puits carré fini

V(X)

Vol




On considere dans un premier temps E < Vo :
T8 4 (E— V)T =0 dans T et IIT

L"QE + EW¥ = () dans II

o

On écrit les conditions aux limites : cette fois ce sont W et W, qui sont continues donc :

. a
¥ continue en £ 2

) ]
I’ continue en =+ E

Expression des fonctions d’ondes :

Y =Ae"
{ W,=Bcos(kx)+Csin(kx)
. W,=De ™
[ — 2mE
avec qzw et k= ?;n
Equations transcendantes :
ka| k ka
cos—|=— et tan—>0 (1)
2] k, 2
ka| k ka
sin —|=— et tan—<0 (2)
2| k, 2
. 2mV,
ou kn: 7
> ka

0.0
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e L’énergie est de nouveau quantifiée (ouf !)
e Le nombre d’états liés augmente avec Vo
232
mh
Vo < Viin =
o T g2 ) , y
e En particulier pour , 0n a uniquement un état lié

On considére maintenant que E > Vy: cette fois I'énergie n’est pas quantifiée, on parle d’états de
diffusion.
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b) Réalisation d’un puits carré

Pour réaliser un puits carré on utilise des matériaux semi-conducteurs :

Qu’est ce qu’un semi-conducteur ?

Energie 4

Bande
de conduction

Bande
de valence

Qu’est ce qu’un semi-conducteur ?

Energie A

Bande
de conduction

A R

E,=GAP lr Bande d’énergie interdite

Bande
de valence
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c) Application au détecteur infrarouge

j\ état de diffusion

e

Série de puits quantiques >

}AE dans ’IR

unique état lié

/ On récupére un courant !

photon IR



d) Retour sur I'expérience de Franck et Hertz

On sait que pour I'atome d’hydrogéne, le potentiel auquel est soumis I'électron ressemble a ¢a :
A

| *o Distance x

U, ll". /

/
\/

On peut 'approcher par:

|

0 Distance x
m— -

|II /
U ] I'l,
|

L

En appliquant les résultats précédents on montre que les énergies au sein des atomes sont quantifiées.

. . g # Energie en eV

Spectre simplifie i
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On a réussi a montrer le lien entre confinement et quantification de I'énergie. Notons qu’il est possible
de confiner plus de dimensions : 2D : nanofils, 3D : boites quantiques (quantum dots).



IV Effet tunnel (voir [1], [10], [15], [16], [17], [18])

L’effet tunnel est un phénomeéne découvert au début du XXe siecle avec 'avenement de la mécanique
qguantique. Il est responsable de nombreux phénomeénes physiques comme la radioactivité alpha, la
fusion nucléaire, la liaison chimique, I'inversion de la molécule d’ammoniac, etc... Il a également de
nombreuses applications (microscope a effet tunnel, MASER, jonction entre deux supraconducteurs).

L'effet tunnel intervient lorsqu’on envoie une particule sur une barriere de potentiel avec une énergie
E plus petite que la hauteur de la barriére de potentiel. En mécanique newtonienne, la particule ne
peut pas accéder aux zones ou V (x) > E puisque E = Ec + V (x) avec E. > 0. En mécanique quantique, la
particule posséde une probabilité non nulle de traverser la barriére. Notons qu’il existe un domaine de
la physique classique ou une sorte d’effet tunnel est possible, c’est la physique ondulatoire. En effet,
en accolant deux prismes et en envoyant un rayon lumineux avec un angle d’incidence plus grand que
I’angle de réflexion totale, on observe tout de méme un rayon lumineux en sortie du deuxiéme prisme.
L'optique géométrique ne prévoit pas cet effet mais I'électromagnétisme prédit I'existence d’une onde
évanescente entre les deux prismes, qui a une amplitude suffisante pour pouvoir atteindre le second
prisme. L’onde se propage alors dans le second prisme. On va retrouver ce méme type de phénomene,
en particulier I'existence d’ondes évanescentes sous la barriére, ol E < V,.

Ph Si ue Effet tunnel Analogie optigue
y q Réflexion
CIaSSiq ue totale interne
. Réflexion
PhySIque totale \n{eme
[ ] quantique frustrée’

Leffet tunnel n’est pas compréhensible a 'aide de la mécanique classique mais
I'est parfaitement grace a la physique ondulatoire

1) Barriere de potentiel en mécanique quantique

En mécanique quantique, I’état d’'une particule est décrit par sa fonction d’onde {(x, t). Son évolution
est donnée par I'équation de Schrodinger dépendante du temps. Lorsque le potentiel est indépendant
du temps, on peut séparer les variables et on obtient alors un état stationnaire qui s’écrit :

x, t) = ¢lx)erp( —i—1)
| | T jer n |

i ) ) 2m . )
——a"(z) + Viz)o(x) = Eolz) " (2) + —(E — V(z))d(z) = 0
2m i



On résout cette équation dans les trois zones avec V constant par morceaux On voit que selon le signe
de E-V(x), on aura soit des solutions exponentielles complexes si E >V, soit des solutions exponentielles
réelles si E <V On en déduit directement les 3 solutions :

Ly |:_.J"] — -"]l!"j'l"-'; T le — il
dalr) = Az + Bae™%™
£.1_1_|:_J“] — -";-;l!"j'lu T H;;r — il

Interprétons maintenant les solutions obtenues. Si on regarde la solution dans la zone 1, la fonction
d’onde totale prenant en compte I'aspect temporel s’écrit :

R . R O .
th(x, t) = Ayexp|—i( Ha‘ — kx)) + Elr_i"j'.l[—.ll_ﬁf + kx))

On interpréte donc facilement le terme en A; comme une OPPH se propageant dans le sens des x
croissants (c’est 'onde incidente), alors que B; représente une OPPH se propageant dans le sens des x
décroissants (c’est I'onde transmise). La solution dans la zone 2 a une forme différente. En effet, elle
ne présente pas de terme de propagation, c’est une onde évanescente. La solution dans la zone 3 est
similaire a celle dans la zone 1. On remarque que la résolution de I'équation fait apparaitre une onde
se déplacant dans la zone 3 vers les x décroissants. Or il n'y a pas d’onde venant de la droite puisque
le potentiel est nul sur toute la zone 3 donc cette onde n’a pas d’existence physique, on prendra donc
par la suite B3 = 0.

2) Coefficient de transmission

On peut réécrire I’équation de Schrodinger dépendante du temps sous la forme d’une équation de
conservation :

On peut réecrire 'équation de Schrodinger dépendante du temps sous la forme
d'une équation de conservation

ity + a.J 0
it dx
aver
— lais]®
p =¥l
la densité de probabilité de présence de ¥ et
Jho il )
=i—("=— — e
2m dr )

le courant de probabilité de b, On peut caleuler ¥ pour 'onde incidente, 'onde
réfléchie et I'onde transmise et on obtient :

Ji o= kg,
|.Ir?- _— % H||2
Jp o= |y

m
On peut alors définir le coefficient de transmission et le coefficient de réflexion
TetRH:



Enfin, pour calculer T, il nous faut déterminer les constantes apparaissant dans les expressions de .
Pour cela, on utilise la propriété suivante : et Y’ sont continues au voisinage d’une discontinuité finie
du potentiel, ce qui est le cas ici. On obtient alors les relations suivantes :

A+ B = Aas + Ba

.'-.{.":..'11 — H]J - r'_ll[.'lg — .U_:I.I

Age®™ + Boe™ ™ = Azt

gl Azed® — Bae™9%) = ik Ageika
Ay est une caractéristique de 'onde incidente, ce n'est pas une inconnue, ce
qui nous intéresse c’est le rapport 1—; On peut donc prendre 4; = 1. Ona

alors un systéme de quatre équations a4 quatre inconnmes, qu’il est possible de
résondre. OOn obtient aprés quelgues lignes de caleuls :

1
T=
1 +

Ve agp
: 2
B —E) *h (9a)

On peut regarder cette expression dans I'approximation de la barriere épaisse : ga >> 1 implique que
2qa

sh?(qa) ~ eT > 1. Le terme en facteur devant I'exponentielle est toujours plus grand que % (on

peut étudier la fonction x(1 - x) avec x = E/Vo < 1 (maximum pour x = 0,5 et vaut 0,25)). On peut négliger

le 1 au dénominateur et on obtient :

E(V, — E)
T = 16—
i 2

—Z2qga

Le préfacteur de I'exponentielle est toujours plus petit que 4. On va étre amené a travailler avec In(T)
par la suite, on voit que le préfacteur va étre négligeable devant gqa. On oublie donc ce préfacteur et
obtient finalement une expression trés simple du facteur de transmission :

T — ¢ —2ga

On a réussi a calculer T dans le cas d’une barriere rectangulaire. Or, en pratique les barrieres sont
rarement rectangulaires. Nous allons voir comment calculer le coefficient de transmission lorsque le
potentiel est plus compliqué.

3) Radioactivité alpha
a) Présentation

La radioactivité a consiste en I'émission d’'un noyau d’hélium et d’un noyau fils a partir d’un noyau
pére : découvert au début du XXe siecle, elle reste inexplicable jusqu’en 1928. C'est Gamow qui
parvient a I'expliquer en inventant a I'occasion I'effet tunnel. Pour cela, il fait I’hypothése que la
particule a et le noyau Y préexistent au sein du noyau pere X. La particule a doit alors vaincre le
potentiel coulombien d’interaction avec le noyau Y pour étre émise. Classiquement, la particule a ne
devrait pas étre émise car la barriere de potentiel qu’elle doit passer est supérieure a I'énergie des
particules a qui est mesurée.



Application a la radioactivité alpha

‘gX - gHe + ‘%:‘ZI'Y AV(x)
Vo +
2(Z — 2)e?
V, = —————— =74 MeV
4me, xg

E,=4MeV <V,

'A_II." I" |

Approximation de V{z)

Par exemple, pour I’'Uranium 238 (Z=92, xo=3,5fm) :

2(Z — 2)e?

-lﬁl‘,-_._i";:.

=~ T4MeV

i"-_

Expérimentalement, on mesure 4 MeV pour la particule a.

Gamow a été le premier a imaginer que la particule a puisse traverser la barriere de potentiel par effet
tunnel. On va suivre les traces du raisonnement de Gamow afin d’expliquer la radioactivité a.

b) Temps de demi-vie

La particule a doit traverser une barriere de potentiel coulombienne qui a une forme plus compliquée
que la barriére de potentiel rectangulaire. Néanmoins, cette barriere a une forme réguliere, et on peut
découper cette barriére en barriéres rectangulaires tout simplement avec la méthode des rectangles.
Cherchons alors a calculer la probabilité P(x + dx) pour que la particule a traverse la barriére jusqu’a x
+ dx. Pour que la particule arrive jusqu’en x + dx, il faut qu’elle soit déja arrivée jusqu’en x, puis il faut
qu’elle réussisse a traverser la barriere de potentiel entre x et x + dx. Or cette barriére de largeur dx
est rectangulaire et le coefficient de transmission vaut tout simplement (en négligeant le préfacteur) :

JV2m{V(x)-E)

T(x) = exp(-2q(x)dx), avec g(x) = -

Comme dx est petit, on peut développer T(x) a 'ordre 1 : T(x) = 1 — 2q(x)dx, P(x + dx) = P(x)T(x)

On effectue un développement de Taylor a I'ordre 1 de P, on obtient alors : %P = —2q(x)dx



On intégre cette expression entre le début et la fin de la barriere de potentiel et on obtient pour le
P(xm)

coefficient de transmission de la barriere : T = P (o)
0

;l Ty
T = r.r'p( — ;—J [ W 2m{V(x) — E]d.r')

Cette expression du coefficient de transmission peut étre appliquée pour une barriere de potentiel
guelconque (elle doit étre néanmoins suffisamment réguliere pour que le découpage en rectangles
soit valable, mais en pratique ce sera toujours le cas). Dans notre cas, le potentiel considéré est le
potentiel coulombien V(x) correspondant a l'interaction entre le noyau d’hélium et le noyau fils Y, il
est donné par :

K
4mEgx’

V(x) =

avec K=2(Z-2)e?

On remplace I'expression de V dans lintégrale intervenant dans I'expression du coefficient de
transmission, on intégre entre xo et xm. On peut calculer I'intégrale analytiquement si la barriere est
épaisse, en faisant tendre xm vers I'infini (c’est bien le cas pour la radioactivité alpha). On obtient la loi
de Gamow-Condon-Gurney, qui s’écrit :

f

nlT)=0— —
VE
M
Approximation de V{z)
V(,-r,-)/‘—\—ﬁﬂ_%_é_”_ T =exp| — ﬂ/ V2m(V(z) — E)dz
: 5 L T o
"_.-"l/.r::.[-]-;".""”""”"".."".;"”.;"&‘:1:‘"""‘"“‘;—E‘E;;;"")

On considére une barriére épaisse et donc x,, — o

Tm [ _ , _ b
[Tm 4 g w [E_ o [ZO n(7) =a— —
V= 1dr =z, (2 2» :!‘m) n(l)=a NG

I

Loi de Gamow-Condon-Gurney

Les expressions de a et b ne sont pas tres intéressantes en soi, ce qui compte c’est la dépendance de
In(T) en fonction de E, car c’est ¢a qui intervient dans les résultats expérimentaux et c’est donc ¢a qui
prouve que I'effet tunnel permet de décrire la radioactivité a. On peut enfin relier T au temps de demi-
vie T12 de la radioactivité (on doit passer par cette derniére étape car expérimentalement, c’est 11/, qui
a été mesuré). Pour cela, il suffit de faire le raisonnement suivant : a I'intérieur du noyau, la particule
a se cogne un certain nombre de fois a la barriére de potentiel avant de réussir a la traverser. Estimons
d’abord le nombre de collisions par seconde. Pour cela, on suppose que I'on peut utiliser I'expression

. . . . 1
classique de I'énergie de la particule : E, = Emv2



. 2 oy
Le temps entre deux chocs est donc donné par t pocs = % On en déduit que le nombre de chocs par

o dN 1 i e .
unité de temps est T . La probabilité de désintégration du noyau est donc le produit du

tchocs

nombre de collisions par seconde et de la probabilité qu’une collision permette a la particule de

traverser la barriere. Cette derniere est simplement le coefficient de transmission T calculé

;4 T
précédemment : A =

tchocs

Si on note M(t) le nombre de noyaux a I'instant t, on fait I’'hypothese que la variation dM du nombre
de noyaux est proportionnelle aux nombre de noyaux a l'instant t (autrement dit on fait I’hypothése
d’un ordre 1) : dM = -AM(t)dt, ce qui conduit 3 M(t) = M(0)e %t

. , In (2 L s ,
Le temps de demi-vie est donné par: 71/, = %) (comme en chimie pour une réaction d’ordre 1),

ainsi :

b
) =In(ln(2))+Initgees) — 0+ —
} &

Inimya) = In(ln(2)) — In|
chocs

On voit que tehocs dépend aussi de E, mais on ignore cette dépendance car elle fait intervenir In(E), dont
. i I 1

la variation est probablement négligeable devant la variation de In(ti2) due au terme en NG

Finalement, au détail précédent pres, on trouve bien une dépendance affine de In(t12) en fonction de

1 . . ’ ’ A
—, ce qui confirme que I'effet tunnel c’est pas de la fl(te !
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La loi de Geiger-Nuttall (1911)

L'effet tunnel intervient dans les processus radioactifs en général et par exemple dans les réactions de
fusion, qui ont lieu dans le cceur des étoiles. Le probleme de la vie des étoiles est un probleme qui a
été résolu tardivement (en 1938, par Bethe, entre autres). On se doutait que les étoiles tiraient leur



énergie des réactions de fusion mais on ne pouvait pas expliquer classiquement comment celles-ci
pouvaient démarrer. En effet, au coeur du Soleil, il fait trés chaud (T = 107 K) mais pas assez chaud par
exemple pour que deux noyaux d’hydrogene puissent espérer se rencontrer et déclencher des
réactions de fusion. En effet, si on calcule la barriere coulombienne entre deux protons a une distance
der=2,6, on trouve Vo =553 keV.

Une barriére coulombienne infranchissable ?

Température au cceur du Soleil :

T=156+10"K

(r
( ) Energie d’agitation thermique :
E=kyT =13 keV
E
puits de \ 2 Barriere de potentiel a vaincre
potentiel t pour une réaction entre deux
. | noyaux d’hydrogéne (r = 2,6 fm)
lié aux forces | répulsion :
nucléaires [ [ . )
'coulombienne P

V= =550 keV

4megr

Les réactions de fusions sont interdites par la
mécanique classique

L'énergie d’agitation thermique est quant a elle de I'ordre de kgT = 1, 3keV < V. C'est donc grace a
I'effet tunnel que ces réactions ont lieu. On a ainsi pu expliquer par exemple la phase dite de
« séquence principale » d’une étoile durant laquelle elle consomme de I'hydrogéene pour former de
I’hélium. Il existe plusieurs chaines de réactions conduisant de I’hydrogéne a I’hélium, la chaine « pp »
comme proton-proton (en réalité il y a 4 sous catégories de chaines pp) et le cycle CNO qui fait
intervenir des réactions de fusion de I’"hydrogéne avec du carbone, de I'azote et de I'oxygéne.

1901-1903 : Ernest Rutherford et Frédéric Soddy découvrent la 1 1 1 1
H t
radioactivité alpha. I.C\ ’ }-0\ ?
4 \
1920 : Eddington suggére que I'énergie des étoiles résulte de la ,D/T\V o o o

fusion nucléaire.

2 Px H 1 o: H
1928 : Gamow découvre l'effet tunnel, qui démontre la /

probabilité non nulle de réactions nucléaires dans les étoiles. K ~)l$\
¥” *y
1938 : Bethe, Critchfield & von Weizsaecker 5 He H
découvrent les chaines pp et le cycle CNO. }
M

'H® @'H

e Wi

@ Postar

Cycle « pp » permettant la formation d’Hélium au sein du
Soleil

4p > $He + 2e* + 2v,

Pour information, I’étoile continue sa vie en brllant I’'hélium en carbone, puis le carbone brile a son
tour en oxygéne, etc... L’étoile fusionne aux éléments lourds jusqu’au fer (certaines s’arrétent avant



mais on va faire simple). La fusion du fer nécessite de I'’énergie contrairement aux éléments plus légers,
les processus de fusion au coeur de I'étoile s’arrétent, I’étoile n’a plus d’énergie pour lutter contre la
gravité, elle va s’effondrer sur elle-méme !
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L'effet tunnel a de nombreuses applications : le microscope a effet tunnel (permet de faire la
topographie de surfaces métalliques avec une résolution latérale de 1 A et une résolution verticale de
0,1 A), détection de la molécule d’ammoniac dans le milieu interstellaire, réalisation d’un maser (qui a
permis a Penzias et Wilson de détecter accidentellement le rayonnement fossile a 3 K).

V Expérience de Stern-Gerlach (voir [1], [19], [20])

1) Description

L'expérience de Stern et Gerlach est une expérience de mécanique quantique, mettant en évidence
I'existence du spin. L'expérience a été mise au point par Otto Stern et Walther Gerlach en février 1922.
Elle consiste a faire passer des atomes d'argent dans un champ magnétique non uniforme de direction
verticale. Les atomes d'argent dans leur état fondamental ayant un moment cinétique orbital nul, leur
moment magnétique orbital associé est nul également. Ainsi, le faisceau ne devrait classiquement pas
subir I'influence du champ magnétique.

(voir [19])

physique classique:
ligne continue
atomes d’argent

T

champ magnetique
non homogene



Cependant, I'expérience montre que le faisceau se sépare en deux. On ne peut donc pas attribuer ce
résultat a un moment cinétique orbital. On explique ce phénomene en introduisant une observable de
nature essentiellement quantique : le moment cinétique de spin, ou plus simplement spin. Dans le cas
de I'atome d'argent, la séparation en deux faisceaux révele qu'il existe deux états possibles pour le spin
de I'atome.

Rappel : la configuration électronique de I’'atome d’argent est : [Kr] 4d'°5s’
Z=6doncﬁ=g%z=(_))
La force subie par un corps de moment magnétique 7 dans un champ magnétique s’écrit :

F= (m. l7)§, donc le faisceau ne devrait pas étre dévié. C’'est la que le moment magnétique de spin
intervient : mg = “%Sﬁ Sest I'opérateur de spin. De plus le moment magnétique total peut s’écrire

comme la somme des moments magnétiques orbital et de spin.

. h
Il y a deux valeurs possibles pour S, : + 3

. . 1
La force qui s’exerce sur le faisceau vaut : F, = + S 9ME 5

2) Mesures successives (A COMPLETER)

Faire passer un atome d’argent dans un appareil de Stern-Gerlach revient a effectuer une mesure de
la projection de son spin sur I'axe magnétique. On peut noter |+>; et |->, les vecteurs propres associés

aux deux valeurs de I'opérateur de spin. Dans cette base, la matrice le représentant s’écrit : ((1) _01)

On considere 2 appareils de Stern-Gerlach (SG1 et SG2), SG1 mesure S? et SG2 mesure 5 pour le
faisceau dévié vers le haut par SG1.

=>» Les atomes incidents sur SG2 sont dans I'état |+>..

On introduit les matrices de Pauli: S, = 2(2 (1)), Sy = 2(? _Ol) etsS, = g((l) _01)

h
On note |W> le vecteur propre de S,, les valeurs propres sont i;
|W>=al+> + B]|->,

1 1
|+>,= ﬁ(|+>z+ |—>,) et |[=>,= «/_§(|+>Z_ [—>2)

3) Cryptographie

(voir [20])



VI Systemes quantiques a 2 niveaux (voir [1], [10], [21] a [25])

Il y a deux types de systemes a deux niveaux : ceux qui sont intrinséquement a deux niveaux (le spin
des électrons) et ceux pour lesquels les niveaux supérieurs ne sont pas accessibles (la molécule
d’ammoniac).

(voir [21])

Ne pouvant expliquer I'inversion de la molécule d’ammoniac par la physique classique, on doit faire
appel a la mécanique quantique.

1) Evolution temporelle d’un vecteur d’état

Avant de parler de la molécule d’Ammoniac on va commencer par introduire les outils nécessaires
pour étudier I'évolution temporelle d’un vecteur d’état.

a) Etats stationnaires

Le systéme a 2 niveaux est le plus simple que I'on peut étudier.

E, O
Le Hamiltonien du systéme est: Hy = (01 E ) dans la base orthonormée des vecteurs propres
2

associés aux énergies propres E; et E; : {| 1>, | 2>}. Le Hamiltonien est diagonal dans cette base.

On veut étudier I'évolution temporelle d’'un vecteur d’état. De maniere générale, on a peut |'écrire
comme : |W(t)>=ay(t) |[1>+ ax(t) | 2>

On prépare le systéme a t = 0 dans I'état |W(t=0)>=|1>

Si on projette I'équation de Schrodinger dans la base des états propres et que I'on résout les équations
différentielles du premier ordre en prenant en compte les conditions initiales, on arrive a la conclusion
gue notre vecteur d’état pour tout t ne differe du vecteur d’état a I'état initial que d’un facteur de
phase pres. Les états propres du Hamiltonien indépendant du temps sont des états stationnaires.

b) Couplage

OW)

On ajoute maintenant un couplage de la forme : H; = (W 0

Les nouveaux états propres sont :

{ |+) = cos(0/2) |1) + sin(#/2) |2)

|—) = —sin(6/2) 1) + cos(6/2) |2)

2W

avec tan ) = ="

On cherche toujours I'évolution temporelle d'un vecteur d’état général i I'aide de 1'équation de Schrédinger.
On trouve :

i

—iE_t

w5 |4) — sin(60/2)e 7 |-)

[®(t)) = cos(#/2)e

On calcule alors la probabilité de trouver le systéme dans 'état |2} A t alors qu’on part d’un systéme
préparer dans 'état |1) 4 'état initial :

w2 , (B, — E_)t
Palt sin? ~—
2(®) (B — Eg)? AWZ 2h




C’est la formule de Rabi.

La probabilité de Rabi oscille an cours du temps 4 la pulsation de Bohr du systéme.

— Couplage fort : la probabilité maximale tend vers 1.
— Couplage fort : 'état de départ est trés proche de D'état stationnaire du systéme. Le systéme
évoluera donc que trés peu au cours du temps.

Et la molécule d’ammoniac dans tout ¢a ?

c) Molécule d’ammoniac

| A Vx) |
(a) (b) | |

| ¢ M D |

| |

] v
| J 0 |
l |
-h b
I | L\ I X

Fia. 4.7: La molécule d’ammoniac : (a) les deux configurations classiques; (b) po-
tentiel réel (trait plein) et potentiel simplifié (pointillé) décrivant le retournement
de la molécule.

Mécanique quantique Basdavant et Dalibard

La molécule d’ammoniac peut-&tre modélisée par un double puits. I.’écart d’énergie (2A) entre les deux
premiers niveaux est trés petit devant écart avec les autres niveaux d’énergie.

Dans la base {|Wp),|Pe)} (état droit et état gauche) le Hamiltonien est le méme que précédemment.
Avec By = Ey = By.

Pour tenir compte de la perturbation due 4 Peffet tunnel on rajoute une perturbation comme dans la
partie précédente avec W=A.

On peut alors appliquer les ealculs de la partie précédente i cet exemple. On trouve comme probabilité
de mesurer le systéme dans 'état gauche si on était parti de I'état droit & t=0 :
5 St
— i L
Pg = sin~( o
avec {1 = % la pulsation de Bohr du systéme.

On peut donc en conclure que la molécule s’inverse de maniére périodique.



Principe du MASER : On commence par préparer les molécules dans 'état antisymétrique (qui est un état
excité). Omn oblige ensuite ces molécules i restituer lenr énergie 2A en retombant dans 'état fondamental
symétrique. Cela se fait spontanément mais sur des durées trés longues, de 'ordre du mois.

On stimule alors cette émission en soumettant ces molécules & un champ électrique oscillant : E =
Eq cos(wt).
La perturbation est : W =D.E

On refait le méme raisonnement que nous faisons depuis le début : on pose un vecteur d’état général et
on regarde son évolution grice 4 'équation de Schridinger.

Dans les équations différentielles qui en découlent on effectue I'approximation séculaire (on néglige les
termes oscillants rapidement).

On calcule la probabilité de trouver le systeme dans I'état symétrique a un temps t. On a des
oscillations de Rabi mais Pmax a un caractere raisonnant.

inversion de émission stimulée
jet population _ L _
moléculaire Yg
{ ~ ~
Vg
champ électrique Cavité a haute fréquence ‘
quadrupolaire
& coswi
/
11 Pas@ @ ) (b)
P max | T
2w,
172+
0 0 } >
®

0]

Fi1G. 6.6: Oscillation de Rabi. (a) : Probabilité de trouver la molécule dans I'état [is)
en fonction du temps. (b) : Courbe de résonance montrant la probabilité maximum
de transition en fonction de la pulsation w du champ externe.



2) Résonance magnétique nucléaire (RMN)

La résonance magnétique nucléaire (RMN) repose sur les propriétés magnétiques des atomes de spin
non nul, et qui possedent des moments magnétiques. On se limitera aux spins %.

a) Spin dans un champ magnétique constant

Le moment magnétique d’un spin % est donné par : i = y§ = %yh&, y est le rapport gyromagnétique

ge

o 8 est le facteur de Landé, m. est la masse de I'électron.
e

et S est I'opérateur de spin, y =

Valeurs de rapports gyromagnétiques de certains noyaux atomiques communs

Noyaux | y (105 rad-s~1.T-1) | y/2rr (MHz/T) | | Noyaux | y (10° rad-s~1.T-1) | y/2r (MHz/T) | | Noyaux | y (10 rad-s~1.T-7) | y/2m (MHZ/T)
H 267,513 42 576 2lNe  |[-21.130 -3.3629 55mn | 66,08 10,52
24 41,066 6,536 2Na 70,8013 11,2684 %co |63,17 10,05
3He 203,789 32,434 Mg | -16.39 2,609 Bl 23,04 -3.810
Li 103.962 16.546 27p 69,760 11,103 B3cy | 70,974 11,206
%Be 37,598 -5,0830 3p 108,291 17,235 85cy | 76,031 12,101
;] 85,843 13,662 Bg 20,55 3,971 9zr 24,959 -3,9723
B¢ 67,262 10,705 35¢l 26,240 41762 105pg | -123 1,96
N 19,338 3,0777 3 21,842 3,4763 127) 53,817 8,565
15y 27,116 4316 S 12,498 1,0801 129%e | 73007 1,777
iZe) -36.279 5,774 51y 70,453 11,213 1395 | 38,01 6,049
jioF 251,662 40,053 S3cr 15,12 -2 406 197a0 | 46254 0,7362

Le spin est placé dans un champ magnétique constant B_O) = Bye,

—

Le Hamiltonien s’écrit : Hy = —l. By = —EyhBan, o, est la matrice de Pauli.

a<p> _

D’apreés le théoréme d’Ehrenfest, < % > +l,lh < [, Hy]l >= —yBy A< i >

On identifie une vitesse de rotation : wy = —yB,, appelée fréquence de Larmor

a<p>
dat
I’axe défini par wy, il s’agit de la précession de Larmor.

= wy A< | > est 'équation d’un mouvement de précession du moment magnétique autour de

En physique classique, le moment magnétique est soumis a un couple T= H/\_B_O). Si on applique le
théoréeme du moment cinétique, on obtient la méme équation.



b) Effet Zeeman

L’effet Zeeman désigne la séparation d’un niveau d’énergie d’un atome/d’une molécule en plusieurs
sous-niveaux d’énergies distinctes sous I'effet d’'un champ magnétique externe. Il y a donc une levée
de dégénérescence.

H, = ghwo ¢ °)

Les vecteurs propres sont |+>= %hwo((l)) et|—>=— %hwo(_ol)

AE = h(l)o
C.!

AE=|AnB, = |2]|=|75,

c) Spin % dans un champ tournant

On considere le champ B_O) précédent. On ajoute un champ B_l)tournant dans le plan Oxy a la vitesse
w: B; = B; cos(wt) &, + B, sin(wt) ey,

—

Le champ total est donc B= B_O) + B,

B

=b

Le Hamiltonien total s’écrit : H = —

h wy —we 't
wlelwt —w,

Sous forme matricielle : H = ), avec w, = y By la pulsation de Rabi.

N |

Cette fois le Hamiltonien dépend du temps, il n’y a donc plus d’états stationnaires.

Onpose: [Y(t) > = a,(O)|+> +a_(t)|—>

.. , . s 5 .. 0
On injecte |y (t) > dans I'équation de Schrodinger : H|Y(t) > = Lh%
id, = %a+ + %e“""ta_
On obtient le systéme suivant : P
ia_ = _1€Lwta _ %o
+i%t
Pour passer dans le référentiel tournant, on pose : b, = e~ z ay

ib._l_ = _§b+ +%b_

8

. © avec § = w — wy le désaccord
ib_ = 71b+ + Eb_

Le systéme précédent devient :



. . e, e .. +— hf{—0 w
Dans le référentiel tournant, le Hamiltonien, indépendant du temps, d’écrit : H;,4 = 5((1) 81)
1

En dérivant les deux équations précédentes, on obtient : bt_+ + %bi =0,0%=(w—wy)? + w,?
On considére gu’initialement, [(0) > =|4+> > b_(0) =0
On trouve : b, (t) = cos (%) + i%sin (%) eth_(t) = —i%sin (%)

La probabilité de transition de |+> vers |-> s’écrit :

Z 0
Prac(®) = | < —I(®) > | = b (D] = oxsin*(5)

On reconnait les oscillations de Rabi.

2n+1)r

Si 6 = 0 (résonance), la probabilité est de 1 pour t,, = , h est un entier naturel.

1

Si on choisit w de maniere a ce qu’il corresponde a la fréquence de I'écart énergétique entre les deux
niveaux dégénérés, il y a un retournement de tous les spins. Puis il y a un retour a I'équilibre par un
mouvement de précession, c’est ce signal, mesuré par induction, qui va nous intéresser en RMN.

d) Applications de la RMN
e Spectres RMN :

On plonge un échantillon dans un champ magnétique constant et on le soumet a un champ oscillant
. 2w . . . N . .rs
pendant une durée At = o Si on coupe le champ oscillant, il y a un retour a I'équilibre par un
1
mouvement de précession, mesuré par induction. La valeur de la pulsation de résonance dépend de
I’environnement chimique des noyaux étudiés. En chimie on s’intéresse notamment au proton.

Le champ pergu est B’ = (1 — 0)B,, o est le déplacement chimique.

Ex : spectre RMN de I'éthanol

OH CH:» CHa T™S

5.0 4.0 3.0 20 1.0 0.0
ppm
F1G. 5.10 — Spectre RMN des protons de I'éthanol CH3CH2OH obtenus avec une
RMN de 200 MHz. On observe trois pics associés au trois gronpements OH, CHs et

CHa. La courbe en tirets représente I'aire intégrée des signaux. Le signal TMS est
un signal de référence.

Pour un proton dans un champ B=1T, fiss = 42,5 MHz.



e Imagerie par résonance magnétique (IRM) : Il s’agit d’'un examen médical sans danger utilisé
pour détecter des tumeurs. On applique un gradient de champ magnétique constant par
paliers. La précision est de I'ordre du mm avec cette technique.

VIl Oscillateurs (voir [1], [9], [10])

1) Oscillateur harmonique quantique (A COMPLETER)

A x(t) on associe X, a p(t) on associe P.

. . . ~ _ P? 2x?
Hamiltonien et états propres : H = P + m(‘;

N . o 0
P correspond a —lha
Les énergies sont quantifiées : E, = hw(n + %)

Le fondamental de I'oscillateur harmonique classique est juste la position de repos (pas de mouvement
= pas d’énergie), mais c’est différent en mécanique quantique.

Les moyennes de X et P sont nulles.

i /]

L e
T AN/

Energies propres (eV)
Energies propres (eV)

o ~—
N
-1 T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Position (nm) -1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Position {(nm}
Etats propres du puits harmonique Etats propres du puits infini

2) Couplage de deux oscillateurs

Rappel : Si on veut transposer le probleme classique a la mécanique quantique : tout d’abord les
notions de position et de vitesse n‘ont plus de sens car le systeme est purement probabiliste, il sera
donc caractérisé par la fonction d’onde dont I’évolution est donnée par I'équation de Schrodinger. On
rappelle de plus que I'état d’un systéme est décrit par son hamiltonien, opérateur dont les valeurs
propres correspondent aux énergies propres du systeme, et que dans le cas ou cet hamiltonien est
indépendant du temps, les vecteurs propres correspondent aux états stationnaires du systeme. Enfin



on avu que la fonction d’onde décrivant I’état du systéme s’écrivait toujours comme une combinaison
linéaires des états stationnaires. On voit déja ici se profiler une analogie entre modes propres et états
stationnaires.

a) Systéme a deux niveaux : la molécule d’ammoniac
On reprend I'étude de la molécule d’ammoniac.

La molécule d’ammoniac est constitué d’1 atome d’azote et de 3 atomes d’hydrogéne et présente une
structure trigonale. On va ici prendre le modeéle simplifié suivant :

e |’atome d’azote étant beaucoup plus lourd que les hydrogénes on va le considérer fixe
e Les 3 atomes d’hydrogene constituent un triangle équilatéral dont I'axe passe par |'azote

AX

H

Ainsi I'énergie potentielle du systéme est fonction uniqguement de x, la distance algébrique entre N et
le plan des 3H, et elle a la forme suivante que I’'on va pouvoir expliquer qualitativement :

A V(x)
(b)

e
<
>




Les positions d’équilibre stable b et -b correspondent aux configurations symétriques classiques. La
position maximale correspond a la situation ou I'atome d’azote est sur le méme plan que les
hydrogénes : il les repousse, on comprend bien que cette position d’équilibre est instable. Enfin les
barriéres infinies quand x augmente en valeur absolue représentent la force de la liaison chimique qui
assure la liaison de la molécule. Finalement on traite le probleme 1D d’une particule fictive soumise a
ce potentiel. On va chercher ses niveaux d’énergie.

b) Modes stationnaires
e Sans couplage

Assimilons tout d’abord la position d’équilibre instable a une barriere infinie. Le probléeme se ramene
alors a 2 puits infinis de largeur notée a et centrés en +b. Si la particule est dans un de ces puits, elle
ne peut pas passer dans 'autre. La recherche des états stationnaires, traitée exactement comme on
I’a déja vu pour des puits de potentiels, nous donne les énergies propres :

h%kn
E, = o avec ky, = =
-
. . TR .
o (x) = = sin (kn (b +5 - x)) dans D 0] ]
0 sinon . ‘ ‘D‘f(x) .
2 a | | i
@M (x) = J;sm (kn (b +o+ x)) dans G /‘\ i :
0 sinon [ b N | - : > x

Finalement @p et ¢ forment une base d’états stationnaires de I’"hamiltonien H du systéme.

Or on a une symétrie du systéme : V(x) est paire donc il existe une base de vecteurs propres communs.
On peut ainsi poser les deux états stationnaires symétriques et antisymétriques suivants, qui
traduisent bien la symétrie du probleme :

f ¢ (x)

:

)

Tl( )_ n
PHx) = %Z%W

(=4

@i (%)

-

5

neyy . @O)-9a)
¢%4(x) - JE

a4

C



e Avec couplage

A présent on va s’intéresser uniquement au premier niveau d’énergie E;1 associé aux vecteurs propres

E, 0
| s> et | @p>. L'hamiltonien s’écrit ainsi dans cette base : Hy = ( 01 E )
1

Si maintenant Vo a une valeur finie, on sait que le passage d’un puits a I'autre est désormais possible
par effet tunnel. Tout se passe comme si on "couplait" les états stationnaires par effet tunnel.

Pour tenir compte de ce fait, on ajoute a I’hamiltonien une perturbation W non diagonale et
symétrique dans la base (| @s>, | @o>) pour modéliser I'effet tunnel, c’est-a-dire le fait que I'on peut
passer du puits de droite au puits de gauche avec la méme probabilité.

W=—A((1) (1))

A présent pour trouver les états stationnaires de la molécule il faut diagonaliser I’hamiltonien total H
=Ho + W. On obtient les états propres :

e Ep=E;+Acorrespondant a l'état propre |p, >= %
e Es=E;—Acorrespondant a I'état propre |ps >= %

Finalement sous I'effet du couplage par effet tunnel modélisé par une perturbation, les deux niveaux
dégénérés se séparent :

| E,
| 2. 7K
2.7 24
NV
N—le—
Eg

Remarque : tout ce qu’on a pu montrer avec ce modele trés simple est la levée de dégénérescence
mais il y a aussi un autre effet qu’on ne peut qu’expliquer qualitativement : si on prend en compte le
fait que la barriere n’est pas infinie non seulement E; est dégénéré mais il est aussi abaissé. En effet le
fait que la particule puisse pénétrer dans une région classiquement interdite fait qu’on a une
probabilité de présence non nulle dans M, et que finalement quand la molécule est dans le puits de
droite ou de gauche, elle « voit » un puits de largeur effective plus grande que la valeur a qu’on aurait

. . PP . . h*n? , . .
si la barriére était infinie. Or on a vu qu’on avait pour un puits E; = Tt donc I'énergie est bel et bien

abaissée si on « voit » un a plus grand.

On peut résoudre I'équation de Schrodinger successivement dans les régions G, M et D puis séparer
en une solution symétrique et une solution antisymétrique. Ensuite pour chacune des solutions la
condition de continuité de la fonction d’onde aux bords de la barriere nous donne des équations
différentes pour ka et ks, que I'on peut résoudre graphiquement et obtenir les deux énergies Ea et Es
comme suit :



Etat stationnaire symétrique

Ag sin (ks (b + % + x)) dans G
Bg cosh(Kgx) dans M
Cs sin (ks (b + % - x)) dans D

ps(x) =

a
Continuité en x = + (b — :)

tan(kga) = %cotanh(l(s (b - g))

AF(ka)
| |
| kga K [
| \ / I
| T | 215/ ka
- >
7t
| |
| |
En reposant : |pp >= %et g >=
2
AMwe|

Etat stationnaire antisymétrigue

Ay sin (kA (b + % + x)) dans G
B, sinh(K,x) dans M
C4 sin (kA (b + g - x)) dans D

Pa(x) =

a
Continuité en x = + (b — —):
N z7

tan(ka) = %tanh(KA (b - %))

, on obtient :

On retrouve des états qui correspondent globalement a I’état « étre dans le puits de gauche » et « étre
dans le puits de droite », avec une probabilité proche de 1. Mais désormais, ces états ne sont plus états

stationnaires.




c) Solution générale et dynamique du systeme

Maintenant que I'on a obtenu les états stationnaires, on sait que |'état global de la molécule s’écrira
toujours comme une décomposition sur la base de @a et @s. Etudions a présent la dynamique du
systeme en fixant la condition initiale suivante, qui correspond a la particule localisée a droite donc
dans I'étatx=b:

los > —|A >

lp(t =0) >=|pp >= 7

Ey»

1 t
hlpa >)

_iEst —
Alors d’apres le principe d’évolution : |@(x, t) >= «/_i(e Tholps > +et

Egt

Egt Est_Eat
R)|lpp >+e TR +e h)|pg >)

Est ,
i—== —i

On réintroduit |@s> et |@o>: |@(x, t) >= %(e_ n+e

_Fat
Puis, comme 2A = Ea—Es: |@(x,t) >=e "# (cos (%)kp[, > +isin(%)|(p6 >)

Ainsi le systéme oscille périodiquement entre la configuration D et la configuration G, ce qui signifie
gue la molécule d’'ammoniac se retourne comme un parapluie périodiquement, avec une période T =
AT . . .

e A =10*eV, qui donne des ondes radios avec une longueur d’onde de 'ordre de 1,24 cm. Il s’agit de

I’'empreinte de NHs, qui permet de le repérer dans le milieu interstellaire. On peut ici voir une analogie
avec le pendule couplé dans les conditions initiales du 3¢ cas étudié dans le cours sur les oscillateurs
(voir masses couplées dans le cours de mécanique).

La notion de modes propres/modes stationnaires est essentielle dans tous les domaines de la physique
car c’est un moyen privilégié de traiter un probléme, cela régit I’évolution libre d’un systeme.

Description par la position X,y
2 oscillateurs

Couplage des 2 oscillateurs par un
couplage mécanique (ressort)

2 frequences propres = 2 modes
propres :

- 1 symétrique

- 1 antisymetrique

Modes propres = base de |'espace
vectoriel des solutions au probléme de
Cauchy du systéme

Délocalisation des modes

Densité de probabilité de présence
1 oscillateur sur 2 niveaux

Couplage des 2 états d’énergie par effet
tunnel

2 états d’energie propre =2 2 états
stationnaires :

- 1 symétrique

- 1 antisymetrique

Modes stationnaires = base de I'espace
vectoriel des états possibles du systéme

Délocalisation des modes



VIl Absorption et émission de la lumiere (voir [5], [26])

La spectroscopie montre que les sources de vapeur atomique présentent un spectre de raies. Sous
cette observation, Bohr propose en 1913 un processus quantifié de changement d’énergie de la
matiere atomique. Il faut attendre 1916 pour qu’Einstein propose une description quantitative des
probabilités de transitions d’énergie de la matiére par interaction lumiére/matiére. On va ici
s’'intéresser a introduire les processus d’interaction décrits par Einstein, puis montrer comment
introduire des outils simples de description des transitions entre plusieurs niveaux atomiques. La
description proposée ici sera semi-classique, dans le sens ol le champ électromagnétique n’est pas
guantifié. Néanmoins, on parlera de photon pour décrire des incréments d’énergie échangée entre le
rayonnement et la matiere.

1) Processus d’interaction lumiére-matiere
a) Excitation a large spectre

i  m—— 90T D \€3

e o) X
7> T

Y Usdadi) 18> o/

On va s'intéresser & 'interaction entre un atome et un rayonnement &ectromagnétique. On utilise un modéle

de systéme A deux nivesnx pour Patome, que Von note |f) et |e). Un &at de Patome peut alors s'é&erire comme ;

e ¥
(1)) = «-xp( '%-')I'Hw"xv( :—,,—’f) 1

On peut calculer la position moyenne de la distribution de charges avec !

(2) = (¥(1)|2|e2(2)) = 2Re ((',1'; ",_r|.:§]})|(|n(ij ‘.!Rt-(r,.::, (e]2] F)) cos (wyt)
B K . aa .
navee wo 4 In pulsation de Bonr. On pent done voir que Ia quantité ¢.(3) = dcos(wgt) pent ére
interprétée comme un dipole oscillant & la pulsation wy. En mécanique classique, ce dipdle introduit dans un
champ électrique F interagirait avec ce dernier avee une énergie potentiel £, = —d. L. Fn mécanique quantique,
on doit introduire des opérateurs. On éerit alors :

W = —d(1).E(#,1)

On peut alors faire I'hypothése que les variations spatiales du champ se font sur des échelles beaucoup plus
grandes que la taille de l'atome (A = 500 nm > 1 A) pour simplifier l'expression en :

W = —d(t).E(fo, )

Notons alors (en redéfinissant 1'origine des temps s'il le faut) E(ip. ) = Ey cos(wi)i. On peut alors utiliser
la théorie des perturbations dépendant du temps pour connaitre le taux de transition de 1) vers |7) (ol 1,7 €

fe.f}):
sin ((w u.\n)é))2

Py i(t) = |dPE2
() =l U( h(w — wn)

La densité volumique d’énergie contenue dans le champ est u = gp( E*) é»"" E§ dans le cas monochroma-
tique. Si maintenant le rayonnement posséde une largeur spectrale, on va sommer les probabilités en considérant
les différentes fréquences comme incohérentes. Dans le cas polychromatique, on introduit du — p{w)dw et :

f et G D PR CICEC T
Pl—1)“)—/|4ll = ( o = ¥eo plw) o e &



{( ¢
sin({w-wy)

AN ; e .
A ) est une fouction trés piquée autour de wy & mesure que le temps

La fonction (

wa
s'éecoule (largeur typique '1' ). Or, la densité spectrale d'énergic volumique en pulsation p(w) est a priori une
fonction lentement variable de w (spectre large). Ceci nous permet d'approximer 'intégrale comme :

Pi,i(t) = 2/df plen) (sin((u Wu:“)é))-rlw

{

h?eg W —wy

)Ml plwp) (wm(!))
h3eg

- L!]'p(.t'u /(\lll(!‘])
- hZeq

) 4I| P u.'||)

2c
0

u

Si on s'intéresse au taux de transition par unité de temps, on trouve done :

x|d?|

Ris
4 h2eg

pluwn)

On voit done que le taux de transition est proportionnel & la densité spectrale d'énergie volumique en pul
sation p(w) du champ, a la pulsation wy de transition de Patome. Ceci est cohérent avee le modeéle de Bohr
(conservation de I'énergie). Un champ pauvre (resp. riche) en énergie autour de cette pulsation induit done une
trapsition avec un taux trés faible {resp riche), ¢'est-a-dire trés peu lll()'l.i])ll' (resp treés plnl».lhlv}

Puisque 'on a décrit les transitions entre un état [1) et un état |7) sous 'action d'une interaction avec le

champ, on vient en fait de décrire de maniére quantique les processus d’émission stimulée et d’absorption. Ces

deux processus sont done symétriques!

Approximation large spectre

w,+ 2mit

On a vu que les taux de transition associés a ces processus sont proportionnels a p(we). En fait,
Einstein se doutait déja que c’était le cas avant méme le développement de la mécanique quantique !

b) Coefficients d’Einstein (1916)

Avec la volonté de décrire l'interaction entre le rayonnement et la matiére, EINSTEIN développe en 1916 un
modéle pour I'émission et I'absorption des atomes. Il introduit alors les « coefficients d"EINSTEIN » qui décrivent
les probabilités de transitions entre I'état excité et I'état fondamental

\531m¢

’ev'h@‘ ; ’)""\M?ka t wh—';.)r-e J"Jtmt,
dass | €5 yan wniks Fe vofie



Absorption EINSTEIN décrit ln probabilité d'absorption, par un atome dans I'état fondamental, d'un rayon

nemwnt e pru]»:xl‘.\m dans 'état excité comme

dny\

«II‘) s Bp{wo)ny

drig)ase 1 f Pasatlt > ‘

ol iy ot o population de 'état fondamental ot B uno constante. On retrouve la proportionnalité & plwy),
’ ¢ Ly
Ia densité ».);n!r.ulrulan'”'_n \“Ium::;m--n |m|~_u;..y; Ala ]llll'.ll;i-“ de Boun de 'atome. wo —4

Emission stimulée EINSTEIN introduit émission stimulée symétriquement & 'absorption. Ce type de pro

ccssus déerit 'émission d'un photon par stimulation de I'stome par le ravonnement, lorsque co promier est dans

un état excité (capable de libérer de 'énergie). Alors

dn,

dt

) = —NePatim = — 13 plwg)n,
atsm

ol n. ost la population de 'ttat excité et B’ une constante, Encore une fois, on retrouve la dépendance en

pluy), confirmée par la mécanique quantique mais prédite par EINSTEIN

Les photons émis par émission stimulée par le rayonnement sont de méme énergie, de méme impulsion et de

méme polarisation que les photons incidents,

F:llli.'k“i()ll spontanée Enfin, 'atome peut émettre un photon sans interagir avec le rayonnement, par simple

retour & I'état fondamental, lorsqu'il se trouve dans 'état excité, Ce processus ne dépend pas du rayonnement,

'—l!"~ ) An,
dt p—,

Les photons émis par émission stimulée sont de fréquence aléatoire (centrée en wy), de direction et de pola-

el nsy

risation aléatoires

Remarque : On a vu qu'une approche semi-classique permettait de démontrer les expressions des taux de
trausition pour les processus d'absorption et d'émission stimulée. L'émission spontandée requiert quant i elle de

traiter le champ de manidére quantique, ce qui est bien plus complexe

En pratique, tous ces processus sont présents.

Processus d'interaction lumiére-matiére selon Einstein (1916)

Emission Absorption Emission
spontanee stimulée




Bilan et relation entre les coeflicients 51 on suppose que le nombre total d'abomes ost conservi, alors :

il dr

i d
Pold (75§

Hypothéses -
. R
Régime stationnaire ; —‘[{-) il
* Méme déginéresconce @ g. — gy
* Ensemble d’atomes & I'équilibre thermodynamique avec un rayonnement de corps noir

Omn peut & priori considérer n'importe quel type de rayonnement lumineux en interaction avec les atomes.
Congidérons, par mesure de gsimplicité, une assemblée d'atomes en égquilibre avee un rayonnement thermicue de

corps noir. p{w) est alors connue, et donnée par la loi de PLARCK pour le corps noir. Or, & 1"équilibre -

Am, B A
Brng— B'm, B —B

Or, & Péguilibee thermioque, le factenr de Bouramans donne le rapport des populations ©
l'i-_f o E,— - E_rj
n, =P ( knyT

A A 1

Bmp(%‘) iy =Fﬁ-up(f'—ﬂn) 1

plun) =

Alnsi :

) =

Mais la loi de Pranck donne :

Mo 1 A=ﬂ o (B—F

- ﬁmp {L‘II;J‘I‘) 1 - B rid

Om voit que la connaissance de Mun des cocllicients d"EinsTiEIN donne aceds & tous les antres. Dautre part,
on voit que sans le processns o 'émission stimulée® (si B = 0), il n'existe pas de solution non triviale pour
I'interaction cotre la matidre et le rayonnement de corps noir, On retrouve la syméteoie entre dmission stimulée
et absorption, qui avait poussé EINSTEIN & introduire 'émission stimulée. [Pautre part, on retrouve le résultat
que: 'on a obtenu par un traftement semi-chssique © le possage de | f) 4 jed o @ méme taux de transition que
oelui de |f) & [e).

plew)

On verra dans la suite que 'émission stimulée est particuliérement intéressante de par la cohérence des
photons émis avec le rayonnement incident. Avec les expressions des coefficients d"EINSTEIN, on peut calculer le
rapport des probabilités de trausition par émission spontanée et stimulée :

Pshm “lﬂ(“'\)) = 1

oA )

ol la derniére égalité vient de la relation entre A et B’, ainsi que de la loi de PLANCK. Alors :

e - 6,6x 10 M x3x10* :
* aT =300 K et dans le visible, on a l%l" RS U R R T0-S XL Exio=T 100 ie Pstim < Papont

* 4T =3000 K et dans le visible : ﬁl,'-. = 10 ie Loujours puim < Pupont -

L'émission spontanée domine devant I'émission stimulée dans les conditions expérimentales usuelles.

Pour le moment, nous avons décrit un cas idéal ou les niveaux d’énergie de I'atome sont parfaitement
définis. Nous allons voir que le temps de vie naturel du niveau excité limité par I'émission spontanée
a un effet d’élargissement du niveau excité de I'atome.

c) Largeur de raie



Si on note n.(t) la population de I'état excité a 'instant £, et que 'on ne considére que 'émission spontande,

on a
dn,
- An, >  n(t) = n.gexp(—At)
dt
apomit
On remarque done 'existence d'un temps 7 ‘l( caractéristique de la durte de vie des atomes dans 'éat

excité sous lo seul offet de 'émission spontanée. Ce temps est relié A 'énergie de la transition par la relation

d"HEISENBERG : .
h 1
SEr > > ow >
2 27

On a ainsi un élargissement naturel de la raie d'émission due A 1'émission spontande de l'ordre de £ antour
de la pulsation de BOHR wy

Fualement, A,'-/ ) ayant une bargeur = O0 D Al de 'ordre de | 1_ X”I"]u‘ W S Ajuste autour

de wy, on peut évaluer g( F heyy ) comnw

Lien durée de vie - élargissement spectral

Quel est I'effet de cet élargissement sur les autres processus ? On sait que ceux-ci sont symétriques :
on ne s'intéresse qu'a |I"absorption.

d) Section efficace d’absorption

46+ desik’e Ak,
Ay eeuké

W L);S(E :Qu,)q:.._.

Considérons 'interaction entre un atome dont le niveau excité est élargi naturcllement et un laser dont la
pulsation w = wy (et d'amplitude Ey). Notons g(E) la densité d'états en énergie dans le spectre de 'atome, qui
a done une largeur ~ L. La régle d’or de FERMI décrit le taux de transition de |f) vers |¢) (qui est donc un

p

continunm de densité d’états en énergie g(F = huy)) di a 'absorption comme ™ :

22 (E i
Ry ox |d|*Ejg(E = hup)
- - . Y . . 2 2
Or, on a vu que dans le modéle semi-classique, |df? o< B (cf premiére partic). D'autre part, on peut relier £3
a 'intensité du laser et done au flux de photons incidents sur 'atome :

I 1 2 B
Dphot o é‘h‘;iu"lﬂﬁ x ;"



Ainsi

) By
Ej e X —,!f.'ir.fn.u
1
o —FPphat
Wiy
.
Un caleul complet donne :
2
3N
R 5 Pphot
T
oy est la section efficace d’absorption du rayonnement par latome. 1] s’agit de la surface effective que présente
le rayonnement & Papproche de Patome. On remarque que, dans le visible
3 = (500 = 1077 3
g = : = 12x 105 A
2w
Ainsi, les atomes sont de trés bonnes antennes pour la réception du ravonnement visible

On a réussi a partir de la mécanique quantique et a se donner un outil simple de description des
interactions lumiére-matiére, via la section efficace. On va donc pouvoir facilement faire des éguations
de population pour savoir I'évolution des propriétés de la matiére et du rayonnement au cours du
temps.

2) Equations de population

On ne s’intéresse pas ici aux aspects fréquentiels, et on suppose que les rayonnements sont accordés
sur les fréquences de Bohr des systemes atomiques étudiés.

a) Systémes a deux niveaux

Modélisation du systéme a 2 niveaux

le>: Ee, n,

V>

®, I E

Hypothéses :
e Méme degénerescence : g_=g,
Systeme fermeé : n_ + n = n = constante
On néglige I'effet de I emlsswn spontanée sur le flux de photons, devant
I'émission stimulée.
Taux Y de désexcitation




On représente

led>

|
v \ ! @ >
Evolution de n, et ny Ona:
dn,
= +O00Pphat Tl f — ToDphotTte — YT f
dt ¢
ot
= =200PphotNe + T0Pphot™ —ny
N i

v
couplage matidro-rayonnemont processus de relaxation

Etng—=n-—n,
Temps caractéristique d'évolution
y 1 =
T = S =
Y + -n("")’lhul !
Ordre de grandeur : pour le laser néodyme YAG (grenat d’yitrinm aluminium) :

1
— = 240 ps
v

Aux échelles de temps qui nous intéressent ici, on atteint donc le régime stationnaire

Régime stationnaire

dn, TOPphotTh
=0 = nfe=——7F"—""—"— c¢ct ng=n-n,
dt /.. v + 2o0¢phot

Pour des flux de photons importants, n, et ny tendent vers n/2 : il v a égalisation des populations

On peut caractériser le ¢y caractéristique de variation des populations : avec 'équation précédente, il vient

Pohod
phat 20
200

Evolution des populations du systéme a 2 niveaux
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Evolution de ¢phoe  On considére une propagation de la lumiére suivant z sur une distance caractéristique L

Bilan de photons sur une tranche dz pendant dt :

Nuu(t) = nombre de photons dans la couche dz i t
Npn(t+dt) = Npp(l) + dpn(z) Sdt — dpn(z + dz) Sdt + agdpdt 1\1,\6’(15
nombre d'stomes dans ¢ sur dz
En régime stationnaire :
d;éﬁ = 0 (ne —r
dz 00ph h"c ,_.all)

—domdfﬂ,b‘dz

S0 Spiialin. A popilitl
Systéme non linéaire : il y a couplage matiére-rayonnement !

Interprétation Gain linéique :

1 ddpn _
(l—aw—ﬂol)((’

Du fait qu'on ne peut pas faire d’inversion de population dans un systéme & deux niveaux : il ne peut pas y
avoir amplification du rayonnement !!!

1
o = —agn X e
1+ ﬁa ot
| SRR b
termo de saturation svec dps

Il ne sert a rien d'appliquer un rayonnement tel que dpy > @pp sar * ¢a ne changera quasiment rien aux caracté-
ristiques optiques du milieu,

Interprétation  Gain linéigue

L dém
=— 8 =<0
ix ¢m d= gl <

D fait quon ne peut pas faire d'inversion de population dans un systéme & denx niveaux : il ne peat pas y
avoir amplification du rayonnement ! !
1
o= —apn x —
1+ EL....
[
terme de saturation aver @y

Il ne sert. & rien o 'appliquer un rayonnement tel que duy > @ e @ 68 ne changera quasiment rien aux caracté
ristiques optigques du milicu.
Aux flux faibles gy <0 dypn go

Ay

s o =TTy
dulz=0) _
= mm{z:” = mynl. = A : absorbance

Loi de Beer-Lambert (!!) La loi de Beer-Lambert n'est valable qu'd dyy, faible!
Application : on est capable de quantifier n par exemple : hyper utile en chimie.

Objectif : utiliser les propriétés amplificatrices d'un milieu atomigue pour amplifier la lumiére. Donc
on veut une inversion de population, et donc &tude d’un systéme avec plus de 2 niveaux.



b) Exemple : laser Nd3* : YAG

.3 2 :
On a le schéma des niveaux astomiques de Nd™™ . On modélise cot 1on par un systéme & 4 niveaux
+ Définition du pompage
On fait les mémes hypothéses que dans la partie précédente, en ajoutant que les taux de relaxa
tion entre les niveaux 3 et 2, puis 1 et 0 sont plus grands que tons les autres taux de transition impliquant les

niveaux 0 et 3. Donc on suppose que ng = 0 ¢t ny = 0. On en déduit ainsi, par les équations de population en

régime stationnaire, 'inversion de population en fonction du flux de photons et du taux de pompage

On sintéresse & une cavité laser. 1 s'agit d'une cavité fermée dans laquelle le rayonnement passe
un grand nombre de fois par le milieu amplificateur. Des pertes de rayonnement ont lieu, ne serait-ce que pour

récupérer la lumiére laser en sortic

Laser Nd** : YAG : niveaux d’énergie du néodyme Nd**

Définition :
Pompage : Ensemble des processus d'excitation des niveaux peuplés

vers des niveaux de hautes énergies

Laser Nd** : YAG : équations de populations

Hypothéses :
Méme dégénérescence : g_=g,
Systéme ferme : n_ + n = n = constante
On néglige I'effet de I'émission spontanée
sur le flux de photons, devant I'émission
stimulee.

Y32 Y40 >> Yoo Yoy Wp => =0 et
n,=0

dno i
=MW p Mo — {’Tﬁl T g ‘I’ph] o
dt /i

W, n
Wy + v21 + 00 Ppn

En stationnaire : [PINIES




Laser Nd** : YAG : équations de populations

Pompage
EERERE
/S 7/,

/

12U actf << P - - =

raisceau

Résonateur optique

Rayonnement  Pertes modélisées par ¢

1](.7,,;‘ ) N
- L)
- o Y
dz portes ¢

avec k (s 1) : taux de relaxation lié aux pertes de rayonnement

Sur un tour de longueur L, :
D (2 0) ‘vp,'Jl( - 0) ¢ Leaw  o*00DL
On en déduit les solutions stationnaires stables du systéme : [Cf. diapol]

W KY21 Lcaw
En régime d’oscillation laser, on a done le gain qui est égal aux pertes optiques du systéme, Si Pon veut réaliser
un laser, il faut que le taux de pompage senil ne soit pas trop élevé pour pouvoir 'atteindre,
Pour obtenir V'effet laser, il faut :
* de faibles pertes x dans la cavité
* une section efficace d’absorption oy grande | ce qui explique pourquoi le maser a été plus simple & réaliser
que le laser!

* un pompage efficace
* un taux de relaxation du niveau 2 faible (longue durée de vie de 2)

Laser Nd** : YAG : solutions stationnaires stables

p,seuil
0.4

e ————— —

o
w




Le traitement semi-classique précédent suffit pour de nombreuses applications comme le laser, trés
utilisé aujourd’hui !

Pour rappel, la lumiére laser a des propriétés de :

e Cohérence temporelle et spatiale
e Puissance (kW en continu pour Nd** : YAG)
e Directivité (wo = 1mm)
Ordres de grandeur :
* op~4x 10" em?
* 1 /721 =~ 240 ps
* 1/k~33ns

IX Les lasers

Voir le cours complet sur le site de I'Ecole Internationale du Waist (©)



