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| Statique des fluides ([1])

La statique des fluides, ou hydrostatique, est I’'étude des fluides au repos. En statique des fluides, il
n’y a pas de mouvement macroscopique d’une particule fluide par rapport a une autre.

Un fluide au repos exerce sur une paroi une force pressante répulsive normale a la paroi,

proportionnelle a la surface. Sur une surface ds s'exerce au point M : dF = P(M)d_s”

La pression est donc la force surfacique exercée par un fluide au repos.

1) Relation fondamentale de la statique des fluides

On s’intéresse a la résultante des forces de pression exercées par le reste du fluide sur une particule
de fluide de volume dt.

Schéma d’un cube, forces s’exercant sur deux parois (par exemple selon I'axe Ox)

6
dF = df,
i=1

4

dfy +df, = P(x,y,z)dydze, + P(x + dx,y,z)dydz(—e;) = —adra’

De méme, df; + df, = —g—sdte_y)etd—fs)+d_f6)= —Z—Zdre_z’

- oP —_— oP — oP — _ _—)
DoncdF = — (aex + 9, &y + Eez) dt = —grad(P)dt

Les forces pressantes qui s’exercent sur une surface fermée S délimitant un volume V sont équivalentes

. . o . dF —
a des forces volumiques de densité volumique pr —grad(P).

Que se passe-t-il al'interface entre deux fluides ? A l'interface entre deux fluides, il existe des
phénomeénes dits de tension de surface/superficielle qui font que P n’a aucune raison d’étre continue.
On négligera ces phénomeénes dans la suite : P est donc continue a la traversée d’une interface.

Pour un champ de pression uniforme P = Py = cste, la résultante des forces de pression est nulle sur
toute surface fermée est nulle.

On considere une particule de fluide de masse dm, de volume dt, immergée dans un fluide au repos.

Bilan des actions mécaniques extérieures :

o forces pressantes exercées par le reste du fluide : —grad(P)dt
e poids de la particule de fluide : pdtg

D’apres le PFD : 0= (pﬁ - grad(P)) dt, on en déduit la relation fondamentale de la statique des
fluides : pg = grad(P)

—_— . aP
e, verticale ascendante S

nd . aP
e, verticale descendante : 5, = P9



=>» Dans le champ de pesanteur et dans un référentiel galiléen, les surfaces isobares sont des plans
horizontaux

Remarque : en appliquant le PFD a une particule de fluide dans le cas général, on obtient la fameuse
équation de Navier-Stokes (voir plus bas) :

p (Z—: + (. grad)f:’) = —gradP + f,y; + N4, souvent f,,, = pg, force volumique de pesanteur

En hydrostatique, ¥ = 6, on en déduit donc la relation fondamentale de la statique des fluides :
Vp =pg

2) Application : liquide incompressible (voir plus bas)
On suppose que p et g sont constants. La relation fondamentale de la statique des fluides s’écrit :

AP = pgAz, ou encore P(B) — P(A) = pg(zs — za). La seule condition pour appliquer cette relation, c’est
gu’on puisse relier A et B par un chemin composé du liquide.

A I P(B) - P(A) = pgh
B

Théoréme de Pascal : Si on fait varier P(A) de AP(A), alors au point B, P(B) varie de AP(B) = AP(A).

Toute variation de pression est transmise intégralement en tout point du fluide.

Expérience : tonneau de Pascal : comment faire exploser le tonneau avec 1L d’eau ? Le tonneau est
rempli a ras-bord, on utilise un tube en verre et on continue a remplir (on gagne 1 bar pour 10m)

3) Application : atmospheére terrestre

L'atmosphere terrestre est composée de 78% de N, 21% de O, moins d’1% de Ar et de traces telles
gue le CO; et autres. Elle protege la Vie en filtrant les rayons UV solaires, en réchauffant la surface
par effet de serre et en réduisant partiellement les écarts de température entre le jour et la nuit.
Dans ce cours, nous allons établir 2 modéles de I'atmosphére et étudier ses impacts.

a) Modéle isotherme

Dans ce modele simpliste, on considére que la température est constante. On considere que I'air est

un gaz parfait diatomique. D’apreés la relation fondamentale de la statique des fluides, |7p = pg

D’aprés la loi des gaz parfaits, pV = nRT, doncp = p;TO, avec M = 28,8 g.mol™ et To = 293 K
Codp Mg
Ainsi, - P9= RTDp



_Mg
En intégrant par séparation des variables, on obtient : p(z) = Pye RTo” H = R = 8,6 km (hauteur

Mg
d’échelle)

P(z), en bar

0 10 15 2

z en km
En partant du sol, la pression diminue de 1% a partirde z=87 m

Pour affiner le modeéle, on peut considérer que I'atmosphére est en réalité adiabatique, et donc
prendre en compte un gradient thermique adiabatique.

b) Modéle adiabatique

Désormais, T(z) =To—az

d M
Onadonc: 2=—-—"9 4z
p R(Ty—az)

En intégrant, on obtient : In (3) =91y 1- iZ)
Po/ ~ RT, T,

a Mg
Doncp(z) = Po(1 — ~2)aR
0

‘ _Mg
Ecrit autrement, p(z)T(z) R = cste

En fait, 'atmosphere est en partie seche et en partie humide.
;. . .. dp dp
En écrivant le premier principe : dh = ¢,dT = > + 6q = "

R
. ar R d . e
On obtient donc = — — 2 = 0,soit Tp Me» = cste
T  Mcyp

R

On définit ainsi la température potentielle 6 : 8 = T(PE)_MCP
0

0 est conservée au cours de transformations adiabatiques, il s’agit de la température ramenée de
facon adiabatique a la pression Pq.

1o ar _ _ g _ Ry _ 7R _ o .
Pour I'air sec, iz oy avec ¢, = oD~ 2m pour y = 1,4 (gaz parfait diatomique)




Pour I'air humide, il faut tenir compte du changement d’état possible de I'eau. On parlera de
transformation pseudo-adiabatique, le premier principe se réécrit :

d , m d L
cpdT = 2P _ Ldr, avec L la chaleur latente et r le rapport de mélange : r = —epeur  ZPsat _ “Psat
p Mgec dar RT
. s . . _ arsat arsat JORT) e er
A saturation, on peut écrire : drgy; = pre dT + o0 dp, on peut négliger le 2° terme devant le 1¢,
. . dr - . . .
pour I'air humide, on a donc L %, rsat €St le rapport de mélange a saturation
Cp'{'LT
dr. dr dr
—24 > (0 donc — =L, >— =1
ar dz|humide dz|sec

Une parcelle de fluide suivra, en se déplacant verticalement, un profil de température I's ou I.

; . dT,
L’environnement a un profil d—Z"’ =1,

Pour un déplacement 8z, la température de la parcelle devient To + 16z dans un environnement a la

. . d*sz TI'sp-T,
température To + 6z. La résultante des forces est donc : F, = Froa %g&
e

SiIsn > Te, F, est du signe de 6z et le déplacement vertical sera amplifié. L’atmosphére est donc
instable.

Si[e > [, les forces de flottabilité s’opposent aux déplacements verticaux. L’atmosphére est donc
stable.

Exemple en montagne : si on suppose un air sec, I'air suit le relief et s’éléve, il subit donc une détente
qui le refroidit. Puis, lorsque I’air redescend, il se réchauffe. Si I'opération a été suffisamment rapide,
I'air se retrouve de I'autre c6té de la montagne avec la méme température. Si I'air est humide, I'eau
va se condenser en montant et il y a deux possibilités : S'il ne pleut pas sur le c6té face au vent, en
redescendant, I'air se réchauffe et donc les gouttelettes d'eau s'évaporent a nouveau. La chaleur
libérée par la liquéfaction en montant est réabsorbée par I'évaporation en descendant, I'air a donc
également la méme température de l'autre coté du versant. S'il pleut au sommet de la montagne, cela
change les conditions, I'air a perdu une partie de son humidité au sommet de la montagne. Il y a donc
moins d'eau qui s'évapore et ainsi moins de chaleur absorbée, I'air de |'autre co6té du versant est donc
plus chaud a altitude égale a celle de départ.

Comme on vient de le voir, 'atmospheére n’est pas homogene. Nous allons maintenant voir les
conséquences de I'atmosphére sur la Vie ou encore I'utilisation des GPS.

4) Théoréme d’Archiméde

On cherche a déterminer la force résultante qu’exerce un fluide sur un corps immergé. C'est

naturellement la somme (intégrale) des forces pressantes élémentaires : = If P(M)ﬁ.ﬁ.

Malheureusement, dans la plupart des cas, cette intégrale est tout simplement incalculable. Pourtant,

on peut déterminer II sans calculer cette intégrale.

Les forces pressantes sont des forces de surface. Ainsi, si on remplace le corps immergé par un corps
guelconque mais de méme surface extérieure, le résultat est le méme. On peut donc le remplacer par
du fluide identique a celui dans lequel on est immergé. On prend alors comme systeme ce volume de
fluide. Puisque le fluide est en équilibre, la somme des forces appliquées ET la somme des moments



des forces appliquées sont nulles. Or, le systéme est soumis a son poids et a . On en déduit

immédiatement que = —pV g et qu’elle s’applique au centre de gravité du systéme (qui est donc le
centre de masse/gravité du systéme constitué par le fluide).

Théoréme d’Archiméde : Tout corps immergé dans un fluide recoit de la part de celui-ci une force du
bas vers le haut égale au poids de liquide déplacé. Cette force d’applique au centre de masse/poussée
C.

Poids apparent : lorsqu’un corps est immergé dans un fluide, il ressent en fait son poids apparent, égal

a la somme vectorielle de son poids et de la poussée d’Archiméde : Py, = mg — pﬂuider

Anecdote historique : Considérer la position relative du centre de poussée C et du centre de gravité G :
lors d’un léger « tangage », une des situations (G au-dessus de C) est instable.

C’est ce qui s’est passé pour le Vasa (plus grand bateau de guerre de I'époque construit a la demande
du roi de Suede) lors de son voyage inaugural en 1628. Les deux ponts de canons (une premiére pour
I’époque), trés lourds, étaient responsables d’un centre de gravité G trop haut. Aprés quelques meétres,
il a commencé a rouler a droite et a gauche jusqu’a ce que I'eau ne s’engouffre dans les fenétres des
canons. Il a ensuite coulé en quelques minutes. Sur les 150 membres d’équipage, entre 30 et 50 ont
péri. Le navire allait chercher ses 300 hommes de troupe...Le bateau est resté enfoui 333 ans dans le
port de Stockholm, protégé par la faible salinité et les boues du systéme avant d’étre sorti de |'eau
avec moult précautions en 1961 (on a construit un musée autour). C’est ce qui peut se produire lorsque
I’on surcharge les bateaux.

Il Ecoulement d’un fluide (voir [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7])
1) Nombre de Reynolds

Reynolds (1842-1912) était un ingénieur et physicien irlandais qui a apporté d’importantes
contributions a I’'hydrodynamique et a la dynamique des fluides, la plus notable étant I'introduction
du nombre de Reynolds en 1883.

Le nombre de Reynolds, noté Re, caractérise les écoulements en comparant les termes d’efforts
visqueux et d’accélération convective de I'’équation de Navier-Stokes. Ainsi, on le définit par :

_ lp(D.grad)v|  taiss

Re -~ =
|77Av| Tconv

On note U la valeur caractéristique de la vitesse, L I’échelle caractéristique de variation de la vitesse (L

. LU
est une « contrainte »), on adonc: Re = Lkl

(m2.s?)

LU . e .
= en posantv = %Ia viscosité cinématique du fluide

Si Re << 2000, les effets de viscosité dominent la convection, I'écoulement est dit [aminaire

Si Re >> 2000, le terme visqueux est négligeable, I’écoulement est dit turbulent



On notera que le phénomeéne qui met le plus de temps a s’établir sera le phénomeéne que I'on pourra
négliger dans I'équation de Navier-Stokes.

viscosité cinématique 1
= -1
(m*.s71)
— 105 2 o1
Alr Ve = LT m=.s
— bl —
pal Veg = 107% m?.s7?
P = =¥ _
glycérine vy = 1073 m*.s7!
s 1 2 —
miel Vmiel = 1072 m2.57!

Remarque : dans le cas ol Re << 1 et ol on peut négliger les actions autres que celles de viscosité :

—

v > . p . . .
P vAv (on reconnait une équation de diffusion)

Quelques ordres de grandeur :
e Voiture sur I'autoroute : on prend L=2m, U =130 km.h, v=10° m2.s?

Re = 7.10° >>2000

2) Modele de I'écoulement parfait d’un fluide
a) Présentation

Un écoulement parfait est un écoulement sans phénomeénes de transport diffusif.

Les particules de fluide évoluent de fagon adiabatique. L’absence de phénomene diffusif implique
des transformations réversibles. Un écoulement parfait est donc isentropique.

Dans le cas de I'écoulement parfait, on peut réécrire I'équation de Navier-Stokes :

97 . ‘
o (% - {u'.g['eul}lv') = —grad p + pg + nAV
i

Modéle de |'écoulement parfait d'un fluide - ,rr{v'.gra‘d}v' = nlv

Il s’agit de I'équation d’Euler. Cependant, négliger les forces de viscosité dans I'ensemble du fluide est
une grosse approximation qui a ses limites.

Dans le modele de I'écoulement parfait, on a la condition aux limites suivante au niveau d’une paroi :

— e
vflparoi-n - vparot-n
Dans le cas d’un fluide réel, le fluide adhére toujours a la paroi, c’est-a-dire : V¢ |,ar0i = Vparor
On observe ici une limite du modele de I'’écoulement parfait puisque dans ce cas la vitesse tangentielle
n’est pas influencée par la présence d’'un obstacle. Il faut donc prendre en compte la viscosité afin



d’avoir aussi I'égalité des composantes tangentielle. Cette zone ou la viscosité n’est plus négligeable
est appelée couche limite.

A la limite de la couche limite, les effets visqueux sont du méme ordre de grandeur que les effets
|(¥.grad)?|

convectifs. L’épaisseur & de la couche limite est donc telle que 7a7]

pVE/L?
nv/é&?

L
> 0~ T

Pour une voiture

V ~ dizaine de m.s™!

p~lkg.m™3
L~ 1m
i~ 107°PJ

Bilan : Un écoulement parfait est un écoulement tel que Re << 1 et le modele est valable uniquement
en dehors des couches limites.

b) Relation de Bernoulli

On considere un fluide newtonien et on suppose que I'écoulement est parfait, incompressible,
homogeéne et stationnaire. On considére deux points A et B appartenant a la méme ligne de courant.

Fluide incompressible : fluide tel que p = cste dans tout le fluide.

Si le fluide est incompressible, alors I'écoulement est incompressible

(fluide incompressible (p = cste) = écoulement incompressible (div () = 0))

D’apres les hypotheses, on utilise I’équation d’Euler (écoulement parfait), p = cste sur une ligne de

, . . v =, . .
courant (écoulement incompressible) et P 0 (écoulement stationnaire).

v?\
(v.grad)v = grad <7> + rot(V)av

En prenant en compte les forces volumiques conservatives autres que le poids, on peut écrire :
fo = —grad(Ep)
; e 1 172 S e - 1 - 1
L’équation d’Euler se réécrit : p (grad (7) + rot(v)/\v) = —grad(p) + pg — grad(E,)

-3 2 — > - =
Donc grad (% +pgz+ E, + p) + prot(V)av =0



La circulation du fluide sur la ligne de courant s’écrit :

B__ (pv? — (B _ -
f grad <T +pg9z+E, + p).dl + f prot(V)av =0
A A

Or, par définition d’une ligne de courant, di est paralléle 3 # donc orthogonal a 7ot (¥)AD
De plus grad(f).a =df
Finalement, P + p% + pgz + E, = cste

Remarque : la démonstration peut se faire a partir du 1° principe industriel :
1
hg — hy +E(VB —vy) + gz —24) + Epp —Eps =0
or, dh = Tds +%Pdonch3 —h, = %

On peut également démontrer cette relation a partir du théoreme de la puissance cinétique, en
admettant que la puissance des actions internes est nulle pour un écoulement parfait et
incompressible.

La relation de Bernoulli traduit la conservation de I'énergie totale le long d’une ligne de courant
Remarques :

e Pour quantifier le fait qu’un fluide soit compressible ou non, on utilise le coefficient

d’incompressibilité isentropique ys = %Z—g) > %p = xs4p
s

Or, en utilisant I'approximation acoustique : ys = Py (voir plus bas)

De plus, en utilisant |a relation de Bernoulli, Ap~pv?

4p

On définit alors le nombre de Mach: M = % = ,

Par convention, un fluide est considéré incompressible si M < 0,3, ce qui correspond a une variation
relative de masse volumique dans I'’écoulement d’environ 10%.

e Sil’écoulement n’est pas stationnaire, on remplace la constante de la relation de Bernoulli
par une fonction dépendant du temps

. . . , . . o v
e Sil’écoulement est irrotationnel, on peut se passer de I’hypotheése de stationnarité (terme a_:

apparait en plus, avec ¥ = grad(¢))

Nous allons maintenant voir comment utiliser ce théoréme dans des cas concrets et utiles dans la vie
de tous les jours.



c) Applications
e Effet Venturi

Le fluide est incompressible donc Dyi = Dy, = Dy3, s0it S1¢1 = S2€, = S3c3

CommeS;>S;,0naci<c
D’apres la relation de Bernoulli (entre 1 et 2), P, + pgz, + %pcf =P, +pgz, + %pcg

Si le tuyau est horizontal, z1 = z;

- 1 1 A%
Ainsi, P, = P, + Ep(c12 —c3) =P — Epclz ((é) — 1) <P
=>» Chute de pression au niveau de I’étranglement

Remarque : P, pourrait devenir inférieur strictement a P..: : phénomene de cavitation, apparition de
bulles de gaz

En appliquant le méme raisonnement, entre 2 et 3 (ou 1 et 3), si S3 =S, le fluide devrait retrouver les
mémes propriétés en 3 qu’en 1. En pratique, P3 < P1 (cf pertes de charge)

On retrouve I'effet Venturi dans les zones montagneuses par exemple, et on |'utilise pour les
trompes hydrauliques et les trompes a eau, certaines cheminées, les pompes a essence...

Autre exemple dans la vie de tous les jours : une porte qui claque

e Tube de Pitot

Ce dispositif permet de remonter a la vitesse de I'écoulement en mesurant une différence de pression.

A est un point d’arrét, donc va = 0.
. . . P 2 P 2
On applique la relation de Bernoulli entre Ag et A : % + v% + 924, = s + 1% + 9z,

. . R . 1
Si A et Aosont ala méme altitude,ona: Py = Py + EVAOZ



On obtient une relation similaire entre Bo et B. Ao et By sont trés voisins, leurs propriétés sont
identiques. En pratique, on peut négliger zs — za. L’écoulement longe le tube, vs vaut environ v.

On obtient donc v = /@

Application :

3) Ecoulements visqueux

Le modele de fluide parfait présente de nombreuses limites, notamment dans la prise en compte des
effets aux interfaces, on peut penser au paradoxe de D’Alembert par exemple : On considére une
sphére de rayon R plongée dans un écoulement d’un fluide incompressible (div(v) = 0) et

irrotationnel (rot(?) = 6) (écoulement potentiel). Cette sphere est plongée dans un champ de vitesse

_ 3
Vs. On peut montrer que le potentiel s’écrit : @ = V,cos (8)(r + ZR?), onaalors:

3 3
¥ =V, cos(6) (1 —%)e_r’ — Vysin (6) (1 +2R?)E;, enr=R,v,=0etvy = —ngsin C))

Pour® =00u 6 =m, vg =0 (on parle de points d’arrét)

En utilisant la relation de Bernoulli, on peut calculer le champ de pression :§+ %vz = % + %Vooz
Enr=R, lapressionvaut: P(R) = Py + ipVog(l — %sinz(e))

En intégrant sur la sphere : F=-— i) P(R)Eg, avec dS = R%sin(0)dBde, on trouve F=0!



La résultante des forces de pression est donc nulle sur la sphere, sauf que non : la sphere est emportée
par I'’écoulement.

Une amélioration du modele du fluide parfait consiste en la prise en compte de la viscosité du fluide
dont on peut observer un effet a travers une manip simple : une burette contient uniqguement de
I’eau tandis qu’une autre contient un mélange eau-glycérol a 5/6 d’eau en volume. On observe que le
mélange s’écoule plus lentement que I'eau pure, or dans un modele ne prenant en compte que
|’action de pesanteur, la masse volumique n’intervient pas dans I’équation déterminant la vitesse
donc les deux fluides devraient s’écouler a la méme vitesse. Il y a donc une action autre que la
pesanteur qui freine I'’écoulement, il s’agit de la viscosité du fluide. On va s’intéresser ici a
développer le modéle d’écoulement associé aux effets visqueux, qui permet au passage de lever le
paradoxe de D’Alembert.

a) Notion de viscosité

On se place dans le référentiel terrestre, supposé galiléen. On considére un écoulement inhomogene
et incompressible tel que ¥ = v, (y)e,. On suppose que I'écoulement est visqueux, on note n la
viscosité. On schématise I’écoulement de la maniére suivante :

y

=X

Comme on a pu le constater dans le cas des burettes, un fluide visqueux semble subir une force de
"frottements" lors de son écoulement, ce qui le ralentissait dans le cas de la burette. Ici, en considérant
la viscosité comme une action de frottements, on voit bien que si au niveau de I'interface le fluide dans
la couche 2 s’écoule plus vite que celui dans la couche 1, il va alors entrainer le fluide de la couche 1 et
inversement, le fluide de la couche 1 va freiner celui de la couche 2. Cela peut se résumer dans

vy —s

I’expression d’une contrainte tangentielle : dF;_,, = ndS 3y

On voit bien dans cette expression que la contrainte tangentielle tend a accélérer le fluide de la couche

. . P . . . .. ov
1 si le fluide de la couche 2 s’écoule plus rapidement, car au niveau de I'interface on aura|ta—;‘ > 0.

La force de viscosité est introduite par une inhomogénéité de vitesse, n est le coefficient de viscosité
dynamique (en Pa.s ou PI). Quelques ordres de grandeur ;

-Neaw = 1072 Pa.s (20°C)
-Nair = 1,8.10” Pa.s (20°C)
-Nmiel = 10 Pa.s (20°C)
-Nglycerine = 1,5 Pa.s (20°C)

-Nmagma = 100 Pa.s (basaltique, 1200°C)



Remarque : le résultat précédent ne s’applique qu’aux fluides newtoniens, pour lesquels la contrainte
visqueuse est proportionnelle aux déformations du fluide, ce qui implique notamment que n est
constante. En fait n dépend de la température.

On considere une particule de fluide de volume dt = dxdydz dans I’écoulement précédent.

y
1
dF ( y +dy, 1)
y + dy —
| dy
-V’
dF(y, t) dx (Ddz

> X
La particule la force de viscosité eny eteny + dy :

dFyo = dF; — dF;(5,1)
Or d’aprés 'expression de dF, (v, t) :

dFpor = ndS% (y + dy, t)e, —ndS % (v, t)e, avec dS = dxdz

2

Donc dF;,: = ndr% x

y2

(y, ey

P . . v 92 —
On en déduit I'expression de la force volumique : f,, = n%(y, t)e,

On généralise dans le cas 3D : :j?,; = nAv

La particule subit également les forces de pression et d’autres forces volumiques. En appliquant la 2¢
loi de Newton, on obtient :

p (g—: + (. grad)ﬁ) = —gradP + f,y; + N4, souvent f,,, = pg, force volumique de pesanteur

Cette équation est appelée équation de Navier-Stokes.

Cette équation est valable pour un écoulement incompressible, on a donc en plus de cette équation :
div(¥) =0

On obtient les nouvelles conditions aux limites au niveau d’une paroi :

“Vfiude = Vparot
-continuité de la contrainte normale, c’est-a-dire la pression
-continuité de la composante tangentielle

Remarque : dans le cas d’un fluide compressible, la force volumique de viscosité prend la forme :



E =nAv + (g + {)grad(div(v)), avec T le 2¢ coefficient de viscosité, il peut s’interpréter comme un

coefficient de friction di a la déformation de la particule fluide au cours de son mouvement, ce qui
équivaut a des frottements internes.

b) Exemples d’écoulements visqueux
e Viscosimetre de Couette

Voir [5]

On considéere une particule de fluide, considéré incompressible, de masse volumique p, de viscosité
dynamique n, entre deux cylindres d’axe (Oz) de rayons ry et r, > ri. Le cylindre 2 tourne autour de (Oz)
a la vitesse @ = we,, le cylindre 1 est immobile en régime stationnaire fait un angle a par rapport a sa
position initiale.

Fil de torsion

o
L —:-‘----_--:?‘j‘\ Y
4 =0 k)
\

On se place dans le référentiel terrestre, supposé galiléen, et on utilise les coordonnées cylindriques.

Invariance du systéme par rotation d’angle 6 autour de (Oz), invariance par translation selon (Oz)
(étant donné que L >>ry, 13)

Donc la pression et la vitesse ne dépendent que de r.

19Gor) | 13ve 4 9vy

s or tTreta =0

Le fluide étant incompressible, div(¥) = 0, donc

a(rv,)
ar

On en déduit = 0 donc rv(r) = cste

Or, par condition d’imperméabilité, v.(r1) = 0, donc pour tout r, v(r) =0

Les forces de pression étant normales a la surface du cylindre intérieur, elles ne peuvent pas étre a
I'origine de I'angle de torsion observé a I'équilibre. cela s’explique donc par la viscosité. En régime
permanent I’équation de Navier-Stokes donne :

p(V.grad)v = —gradP + pg + ndv

En projetant cette équation selon eg, on obtient :



2
(v—ei+vZ:)v9(r)— (a Yo 1 10V 4 ¥ )=0donc%(dﬁ+lﬁ)=0

r 00 ar? r or dr r
Ainsi, en posant vg(r) = ( ) on obtlent -— =K, donca(r) =
Kir K
Doncvg(r) = =+ =2
2 r
. L Zwrz
Conditions aux limites : v(r;) =0 donc K, = — =r,wdonc K; = -
2~ "1
— _wr?rior?
Ainsi, vg(r) = .

On s’intéresse a la force tangentielle exercée par le fluide sur le cylindre interne 1. On suppose que
toutes les forces selon e, sont compensée par la tension du fil. On a :

dF av") dsag = 2197 e
N eg = ——dSe
fluide—»1 — =1 or rery 6 rzz — rlz 6
. . . Y Zr)a)rz rl
On en déduit le moment exercé par cette force par rapport a I'axe (0z) : dI" = as

On obtient alors le couple exercé par le fluide sur le cylindre en intégrant sur I’'ensemble de la surface
AT wWry*ry L

ducylindrel:I' = —

r5—11?
D’aprés le théoréeme du moment dynamique appliqué au cylindre 1, sur l'axe (Oz), en régime

. c(ri-r?

permanent: 0=T—Ca, d'ou:n = (2—212)
4TTwWT“T L

On peut alors en déduire la valeur de n a partir de la mesure de a.

Remarque : les calculs ont été menée en négligeant les effets de bord, on a donc une idée de comment
remonter a n mais le modele est a améliorer

e Chute de pression dans une conduite horizontale

Pour un écoulement stationnaire, homogene et incompressible, a faible Re, pour une conduite
horizontale de longueur L et de rayon R, le débit volumique est relié a la chute de pression AP.

4
On peut montrer par le calcul que D,, = :niLAP (loi de Hagen-Poiseuille)

N < s . g ‘s . AP 8nL
De maniere analogue a I’électricité, on peut définir une résistance hydraulique : Ry = o= #
v
. R s - . . L _
Pour un cylindre de méme géométrie, la résistance électrique est : R = —, avec ¢ la conductivité

onR?
électrique. La résistance électrique varie en R, la résistance hydraulique varie en R*.

Ex : écoulement du sang dans le systéme artériel

On peut représenter de maniere trés schématique I'écoulement dans le systeme artériel par un réseau
de tubes qui se subdivisent de plus en plus a partir de I'aorte jusqu’aux plus fins capillaires. On peut
classer les vaisseaux en 5 étages de ramifications : aorte (1) — grosses artéres (40) — branches artérielles
(7100) — artérioles (1,6.108) — capillaires (5,5.10°). Débit sanguin : 5 L.min*



On pourrait calculer Re pour chaque partie du systeme artériel et montrer que I'écoulement peut étre
considéré comme un écoulement de Poiseuille, excepté au premier étage (aorte).

lIl Bilans macroscopiques ([1])

1) Systémes ouverts/fermés et surfaces de controle
systeme fermé : pas d’échange de matiere
systéme ouvert : échange de matiere

surface de contrdle : surface fermée fixe qui délimite le systeme ouvert a étudier, il existe une surface
d’entrée et une surface de sortie au niveau de la surface de contréle

'\

) systéme ouvert

surface de contrdle

= On définit un systéme fermé, qu’on note %"

SN

dm,
dm, m



Z(t) = Z(t) + dm, et Z*(t + dt) = Z(t + dt) + dmg

dme est la masse de fluide qui va entrer dans 2 entre t et t + dt, dm; est la masse de fluide qui va sortir
de Zentretett+dt

1¢ Application : bilan de masse
my+(t) = my(t) + dm, et my-(t + dt) = my(t + dt) + dmg
On a donc dmg+ = my-(t + dt) — my-(t) = dmy + dmg — dm, = 0 car I’ est fermé.

am
Donc : d—t‘y =Dme — Dins

En régime permanent : D, . = D, s ou dm, = dmg
Méthode d’étude :

e identifier le systéme ouvert 3, en déduire le systéme fermé 3
e bilan de masse

e bilan de la grandeur X d’intérét entre t et t + dt -> dX

e appliquer théoréme/loi/principe sur X a 2" -> dX

e conclure en égalisant les deux expressions de dX

2) Bilan d’énergie

Bilan de masse :
dmyz+ = dmy + dmg — dm, et dmg+ = 0 (systéme fermé), dmy = 0 (régime permanent)
Donc dme=dms=dm

Bilan d’énergie :

1
Esg+(t) = Us+(t) + E.5+(t) = Ex(t) + u,dm + Ecezdm



1
Es-(t + dt) = Ex(t + dt) + u,dm + Ecszdm

1
dEy = dEs + (ug — up)dm + E(CSZ —c2)dm

Appliquons le premier principe : dEy+ = dUs+ + dE 5+ = SW' + 8§Q + W; = wy,dm + qdm + W,
O6W: est le travail des forces de pression qui permet au fluide d’avancer, §W; = P,v,dm — P,v;dm
= (us — up)dm + % (c& — c2)dm = (W, + q + P,v, — Pvg)dm
1
= us + Bvg — (U + Rove) +E(csz _Cg) =wytq
= hs—h, +%(C52_Ce2)=wu+q

On obtient le premier principe pour un systéeme ouvert en écoulement permanent :

CZ
A(h+7>=wu+q

On peut le réécrire :

CZ
DA (h + 7) =P, + Py,

Si I'entrée et la sortie sont a des altitudes différentes, un terme d’énergie potentielle de pesanteur
existe dans wy : wy, = wy, — (925 — gZ.)

Pour un écoulement parfait, stationnaire, incompressible et homogéne :

. o , e . 1
Le premier principe en écoulement permanent s’écritdonc: hg — hy + gzg — gz, + E(Cé -c3)=0

L’écoulement est homogéne donc la masse volumique est constante.

Pp—Pgy

L'identité thermodynamique s’écrit : dh = Tds + %P >Ah=hg —hy =
L'absence de phénomene diffusif implique que I'écoulement est réversible.
Ainsi, on obtient : %B + gzp + %CBZ = %A + gz, + %CAZ

On a retrouvé la relation de Bernoulli



3) Bilan dynamique
a) Poussée d’une fusée

On considere une fusée de masse m(t) en mouvement sur la verticale ascendante dans le référentiel
géocentrique, supposé galiléen, soumise au champ de pesanteur, supposé uniforme. Les gaz sont
éjectés avec un débit massique D, m(t) = m(0) - Dit. Les gaz sont éjectés a la vitesse .

Alinstant t: p(t) = m(t)v(t)
Alinstantt+dt: p(t + dt) = m(t + dt)v(t + dt) — dm(u + V), avec dm = -D,dt

dp dv dm | . .
—=m—+—v + Dy dtu —dmv

dt dt dt
ap _ _dv -
Donc womyt Dpu
4 & e |Ani dﬁ _ =
D’aprés la 2°¢ loi de Newton = mg
. db S o
Ainsi, md—: =mg — D,,u

7 . dl—; —_— N . . — -
Il'y a décollage si -6 > 0, c’est-a-dire si D, [u| > m|g]|

b) Etude d’une turbine

Le rotor est en liaison pivot parfaite d’axe O,, on note J son moment d’inertie. On suppose un couple
résistif -I' constant. Dans le référentiel terrestre, jet d’eau incident & ¥ sur I'auget :

|— |
Vi
e §

hf- i

4

Apres contact avec 'auget, I'eau est défléchie avec une vitesse tv,, dans le référentiel de la roue.

Dans le référentiel terrestre, Uy ger = U=awe,



Bilan de moment cinétique :

Lys+(t) = Jw(t) + avdm
Lys+(t + dt) = Jo(t + dt) + audm

dLAE*_ d(l)+ D( )_ r
ac g tPmlu—v) =

Donc]‘;—(: =aD,,(v—aw)—-T

Régime permanent pour le rotor : T' = D,,a(v — aw)
Ordre de grandeur : centrale hydroélectrique
Dm=10%kg.s?, w ~ 600 tr.mint,v~10’m.st,a~1m
Donc I =40kN

P=Tw=2,4MW

IV Phénomenes interfaciaux (voir [10], [11], [12], [13], [14])

Dans la vie quotidienne, dans certaines situations, des fluides prennent des formes géométriques
particuliéres, on a tous par exemple observé des bulles de savons ou des gouttes d’eaux sphériques,
et on a tous déja observé un ménisque se former dans un tube suffisamment fin contenant de I'eau.



Si on fait cette expérience avec le mercure, 'interface est courbée dans I'autre sens, ce qui parait
encore plus déroutant. Dans ce cours, nous allons essayer de comprendre quel est la force qui pousse
le fluide a adopter des surfaces si particulieres.

1) Tension superficielle
a) Origine physique

Considérons un fluide, par exemple un liquide, a une interface avec un gaz. En volume, une molécule
du liquide interagit avec les autres molécules du liquide, ce qui renforce la cohésion donc abaisse
|’énergie totale du fluide. Les molécules a I'interface sont entourées de moins de voisins et ont par
conséquent des interactions plus faibles avec la phase gazeuse. Ainsi, I'interface avec le gaz est
défavorable énergétiquement pour le liquide. On peut donc associer a l'interface entre le fluide et le
gaz un travail élémentaire qu’il faut fournir au fluide pour augmenter sa surface d’un élément
infinitésimal de surface dX : W = ydz, avec y le coefficient de tension superficielle (en J.m?).

A partir de notre analyse microscopique, on peut dire que I'énergie de surface va étre de 'ordre de

S . . s . .
E; = eN;, avec Ng = = le nombre de molécules présentes a l'interface, a représente la taille d’une

. . o kgT
molécule de fluide, € = kgT, ainsi : y = 2‘(’;2

Cette formule donne effectivement le bon ordre de grandeur (y = 20 mJ.m2 & 20°C) pour des huiles,
ou pour des molécules comme le méthanol ou I'octane. Pour I'eau, on obtient une valeur plus
importante (yeauw = 72 mJ.m23a 20°C). Ceci s’explique par la présence de liaisons hydrogénes, plus fortes
que les liaisons de Van der Waals, ce qui augmente la cohésion entre les molécules du fluide. Enfin, on
obtient une valeur beaucoup plus importante dans les métaux comme le mercure (y = 436 mJ.m2 3
20°C), ce qui s’explique par la valeur plus importante de I’énergie des liaisons métalliques. Un fluide va
avoir tendance a minimiser sa surface pour minimiser son énergie de surface.

Il reste cependant un point obscur, on vient de dire qu’il était énergétiquement défavorable pour un
fluide d’augmenter la valeur de sa surface. Pourtant, il est tres simple de faire des bulles de savon. Cela
est di a la structure des tensioactifs. Ceux-ci possedent une structure particuliere : il s’agit de
composés formé d’une téte acide polaire partiellement ionisée, et d’'une longue queue constituée de
radicaux CH,. En présence d’eau, la molécule se dispose de facon a placer sa téte polaire du coté de
I'eau (on dit que la téte est hydrophile) et sa queue aliphatique vers le milieu extérieur (queue
hydrophobe). Pour cette raison, on parle de composés amphiphiles. Cette interposition des molécules
tensioactives entre les deux fluides diminue les interactions directes entre leurs molécules et, de ce
fait, diminue la tension interfaciale par suite de I'affinité du surfactant pour chacun des deux fluides. Il
devient alors énergétiquement moins défavorable pour le systeme d’accroitre I'aire de l'interface
entre les deux fluides.



Roéle des tensioactifs

b) Loi de Laplace

On peut définir y via la thermodynamique (voir thermodynamique). En effet, une variation
élémentaire de l'interface du fluide nécessite un travail 8W = ydX. L'expression infinitésimale du
premier principe est alors :

dU = -pdV + TdS + yd2

Le systéme est en contact avec un thermostat a la température To jouant aussi le réle de réservoir de
volume, maintenant une pression po. Dans ces conditions, le potentiel thermodynamique permettant
de décrire I'équilibre thermodynamique est Go = U -ToS +poV. On rappelle que dGo diminue au cours
d’une transformation spontanée et est minimale a I’équilibre. L’équilibre thermodynamique est donc
donné par : dGo =0 = dU — TodS + podV

Si on écrit la variation infinitésimale du volume dV = 4ntr?dr et d2 = 8nirdr et de la surface du systéme

sphérique en fonction du rayon, on obtient : (T — Ty)dS — (p — Do — 2T_y) av =20

P . , 2
L’équilibre thermodynamique est donc donné par T =T et surtout : p = pg + TY
Cette derniere équation porte le nom de Loi de Laplace. Elle traduit I'équilibre mécanique entre les
forces de pressions qui ont tendance a faire éclater la bulle tandis que les forces de tensions
superficielles ont tendance a faire diminuer le rayon de la bulle. Pour une bulle de savon, il faut prendre

: . . . 4
en compte |'existence de deux interfaces, la loi de Laplace s’écrit dans cecas: p = py + TY

c) Compétition avec la gravité

Les phénomenes de tension superficielle peuvent entrer en compétition avec la gravité. Par exemple,
dans le cas d’'une goutte, les forces de gravité ont tendance a aplatir la goutte alors que la tension de
surface rend la goutte sphérique. On peut définir un nombre qui représente la compétition entre ces
deux forces et qui va permettre de définir un régime dans lequel les forces de capillarité dominent



devant la force de gravité. Pour cela, on considére une goutte a peu prés sphérique. A I'intérieur de la
2y

goutte, il y a une surpression due a la tension de surface : Apgyrf = —

La gravité est responsable d’une force de pression qui aplatit la goutte : Apgq, = pgaz

2R

e
-

On peut estimer que Az = 2R si la goutte n’est pas trop déformée. On définit alors le nombre de Bond
APgrav — ﬂRz

comme: B, = "
DPsurf Y

Ce nombre sans dimension permet de différencier deux régimes (c’est un peu I'analogue du nombre
de Reynolds), Bo >> 1 si les forces de gravité dominent, Bo << 1 si les forces de tension superficielle
sont prédominantes. En prenant Bo = 1, on peut définir une échelle de longueur A. en-dessous de

laquelle les forces de tension superficielle dominent. Son expression est donnée par: A, = X

Pg
Voir [10]

Pour le mercure, y(20°C) =436 mi.m2 et p = 13,610° kg.m> d’ou Ac = 1,8 mm. On retrouve cet ordre de
grandeur de 2 mm pour la plupart des fluides. Les gouttes restent donc sphériques tant que leur taille
ne dépasse pas quelques millimetres. On peut avoir des gouttes beaucoup plus grosses dans des
situations de microgravité (voir [11]).

>l

I<lc
Gouttes d’eau Gouttes de mercure

Cette compétition est a I'origine du ménisque que I’'on peut voir dans une burette par exemple, quand
on fait un titrage en chimie. De méme, il reste toujours une goutte accrochée a la burette : la goutte
est en fait retenue par la tension de surface. D’ailleurs, si on connait la masse de cette goutte, on peut
remonter a la tension de surface (méthode de la goutte pendante).



On vient de voir que le fluide prenait des formes géométriques particulieres qui correspondent a la
minimisation de son interface. On va maintenant voir que les effets de surface interviennent
également dans les transitions de phases.

2) La nucléation (voir thermodynamique)

La nucléation est le phénomene suivant lequel apparaissent les premiers germes cristallins d'une phase
solide ou d'un composé.

a) Retard aux changements d’état

On observe dans la vie courante des retards aux changements d’état, c’est-a-dire des changements
d’état qui n’ont pas lieu aux températures ou aux pressions habituelles. La formation du verglas en est
un exemple. En effet, celui-ci se forme quand des gouttes d’eau liquide traversent une zone froide de
I"atmosphere, elles sont alors liquides bien qu’a une température inférieure a 0°C, jusqu’au moment
ou elles rencontrent le sol et se solidifient. C'est ainsi que la ville de Vladivostok en Russie s’est
retrouvée couverte de glace. Un autre exemple est celui du diamant, qui devrait étre sous forme de
graphite a température et pression ambiantes, mais qui est dans un état métastable et reste
(heureusement) sous forme de diamant.

Retards aux changements d’etat

Le diamant est métastable
Dans les conditions usuelles de
température et de pression

Pluies verglagantes a Vladivostok

On va voir par la suite que c’est la tension de surface qui est encore une fois responsable de ces
bizarreries thermodynamiques.

b) Formation d’un noyau liquide dans un gaz

Un gaz a I'équilibre peut étre considéré comme homogeéne. Néanmoins, au cours du temps, il y a
toujours des mouvements aléatoires des molécules qui font que certaines zones vont se trouver plus



peuplées que d’autres. Il peut donc se former des zones du gaz ou la densité se trouve proche de celle
du liquide. A partir de ce noyau liquide qui se forme au sein du gaz, on va chercher a déterminer
I’évolution du systeme, en cherchant la phase stable du systéme. On considére la transformation
suivante : On part a l'instant initial d’un gaz homogéne dont on isole une partie sphérique contenant
n moles de gaz. A un instant ultérieur, la sphére est maintenant constituée de n moles de liquide. Tout
au long de la transformation, la sphere est en contact avec le gaz environnant, qui joue le role de
thermostat de température To et un pressostat de pression po. Pour étudier I'évolution de
transformation, on utilise I'enthalpie libre : G(To, po, N) = U — ToS + poV

La variation de G entre I'état initial (gazeux) et I'état final (liquide) s’écrit :
AG = G(To, pi, N) — Gg(To, po, N) + 41trly

Le terme de tension superficielle est di a I'apparition d’une interface au sein du gaz, ce qui est
défavorable énergétiquement. La pression pl au sein du liquide differe de po puisqu’elle vaut :

2y
=po+—
P = Po .

On néglige cette surpression car elle n'importe peu pour des noyaux tres petits. En effet, pour que la

surpression relative pl;—p‘) soit supérieure a 1%, il fautr < 1,4.10* m. On peut alors écrire :
0

AG = GyTo, po, N) — Gg(To, Po, N) + 41tr?y = n(wi(To, Po) — Me(To, Po)) + 4Tr?y

4mr3

En exprimant n en fonction du rayon de la sphére : n = ———
3v(To,Po)

On peut exprimer AG comme une fonction de la variable interne r :

r3

4
AG(To,po,7) = (HI(TO,PO) - Hg(To.pO)) * 3171(—

+ 4mr3y
To, Po)

Deux cas se présentent alors :

o Siw(To, po) > Me(To, Po), alors I'enthalpie libre est une fonction monotone croissante, il n’existe
gu’un seul état d’équilibre stable, correspondant a r =0 qui est I’état gazeux.

o Si w(To, po) < Ke(To, po), il existe un état d’équilibre métastable, correspondant au minimum
local de I’'enthalpie libre en r =0, qui est la phase gazeuse, la phase stable étant la phase liquide.

On voit que dans le second cas apparait une compétition entre un terme de volume et un terme de
surface. Le terme de volume est favorable au changement de phase, car le potentiel chimique le plus
petit correspond a la phase la plus stable. Ce terme est en r®, donc prédominera pour des gouttes de
grandes tailles. Au contraire, le terme de surface est défavorable au changement de phase puisque
plus r augmente, plus il faut apporter d’énergie pour créer de l'interface avec le gaz. Il sera
prédominant pour les petits rayons. Ainsi, un rayon critique apparait, marquant deux régimes
distincts :

e Une goutte de liquide de rayon r < r. s’évapore spontanément et le systéme retourne a |'état
gazeux.
e Une goutte de liquide de rayon r > r. va grossir jusqu’a ce que tout le gaz se soit condensé.

2yv;

Ce rayon critique s’obtient aisément en recherchant les minimas de AG : r,, = =
g~ Ml



c) Nucléation hétérogene

Exemple de nucléation hétérogene

Jusqu’ici, on a considéré qu’une goutte de liquide pouvait spontanément se former au sein du gaz. En
réalité, cette création est favorisée par la présence de corps étrangers dans le gaz. Cela peut étre des
poussieres, ou bien la paroi dans laquelle le gaz est contenue, etc... La présence de ces germes
abaissent la tension de surface et facilite donc le changement d’état. C’est comme cela que les bulles
de champagne se forment. En effet, on observe que les bulles de champagne remontent en colonne
du bas vers le haut de la flGte ce qui est le signe qu’elles ont été formées sur des sites de nucléations
précis. On a longtemps pensé que les sites étaient des impuretés du verre dans lequel le champagne
est versé. Effectivement, si on grave un verre, des bulles vont se former au niveau des gravures, par
contre les aspérités naturelles du verre sont en réalité trop petites pour servir de sites de nucléation.
L’explication retenue aujourd’hui est la présence de fibres de cellulose au sein du verre, qui
proviennent directement de I'air ambiant ou du torchon d’essuyage. Une fibre de cellulose posséde en
son sein une cavité, le lumen, qui permet I'emprisonnement d’une minuscule poche d’air au moment
ou le champagne est versé dans la fllte. Puisque le champagne est sursaturé en gaz carbonique dont
I'unique dessein est de rejoindre une phase gazeuse, les molécules de CO; vont s’engouffrer par
diffusion dans la poche de gaz piégée au sein de la fibre. La poche de gaz va donc grossir dans le lumen
jusqu’a ce gu’elle atteigne I'un des deux bouts de la fibre. Une fois parvenue a I'une des extrémités de
la fibre, une bulle se détache alors.

Ce phénomene a une autre application étonnante en physique des particules. En effet, ce phénomene
a été utilisé dans les chambres a brouillard et les chambres a bulles, qui sont des détecteurs de
particules subatomiques. La premiére fut concue par Wilson en 1910 (prix Nobel 1927). C’est une
enceinte constituée de vapeur sursaturée. Quand des particules chargées la traversent, elles ionisent
cette vapeur, qui se condense autour des ions pour former des gouttelettes. Les particules laissent
dans leur sillage une trainée de gouttelettes, qu’il est possible de photographier. Durant la premiere
moitié du vingtieme siecle, I'observation de rayons cosmiques traversant une chambre a brouillard a
permis de découvrir plusieurs particules fondamentales comme le positon, le muon et les premieres
particules étranges. La seconde fut congue par Donald Glaser en 1952 (prix Nobel 1960) et a un
fonctionnement semblable a celui de la chambre a brouillard, si ce n’est que les particules laissent une
trainée de bulles dans un liquide surchauffé a la limite de I'ébullition, plutét que dans de la vapeur.



Gargamelle, une chambre a bulle congue par le CERN joua dans la découverte des courants neutres
faibles en 1973. Cette découverte confirma I’"hypothése de la théorie électrofaible qui prédisait
I’existence de ces courants, et considérait la force électromagnétique et I'interaction faible comme
deux facettes d’'une méme interaction.

V Ondes acoustiques (voir [1], [8], [9])

On a tous une idée assez intuitive de ce que sont les ondes sonores, quand on parle a nos amis ou
gu’on écoute de la musique : on a cette image d’une vibration de la membrane d’un haut-parleur ou
bien des cordes vocales qui vont mettre en mouvement les molécules de I'air, puis elles vont se pousser
de proche et proche et c’est ainsi que I'onde va se propager ! Mais quel rapport avec les ondes
sismiques par exemple, qui déforment les roches de la terre sur plusieurs km ? Ou bien I'échographie
qui permet de sonder ce qui se passe dans le ventre d’'une femme enceinte ? Tous ces phénomenes
peuvent étre décrits par les ondes acoustiques, domaine trés large qui décrit le déplacement d’une
perturbation dans les fluides comme dans les solides, avec des OG de fréquences ou d’intensités trés
larges.

1) Equations de I'acoustique

On étudie une particule de fluide dans le référentiel terrestre, supposé galiléen. On suppose que le
fluide est parfait et on néglige les effets de la pesanteur. On considéere une évolution adiabatique
réversible (isentropique).

On se place dans I'approximation acoustique : I'onde sonore est une faible perturbation, on conduit
tous les calculs a 'ordre 1.

P(M,t) = Po + p1(M,t), W(M,t) = po + ua(M,1), U = U7 (M, t)

e On applique le principe fondamental de la dynamique a la particule de fluide, de masse pdt :

dav -/ dv v S TN 5N R T] )
udrd—z = —grad(p)dr, avec d—: = a—: + (v.grad)v, le deuxieme terme est négligeable car d’ordre 2

e . a7 —
Apres linéarisation a I'ordre 1, on obtient : a—: = —grad(p)
e Conservation de la masse :

8u+d.C)_0
5t iv(v) =
Al'ordre 1 :% + podiv(v) =0

e Equation thermodynamique :

L’évolution des particules de fluide mises n mouvement par I'onde sonore est isentropique, le
10pn

coefficient de compressibilité isentropique s’écrit : ys = P

) (on néglige la dérivée advective).
s

Alordrel:py = UoXsP1



opy PN
MoXs 5~ = —podiv(v)

On dérive I’équation d’Euler : pgdiv (Z_Z) = —4p;

P . adiv(v
Avec le théoreme de Schwarz, on peut écrire : g ;vt(v) = —Ap;
. . )2 . ) 1 azp1 1
Ainsi, on obtient I’équation de D’Alembert : Ap; = S5 avecc =

VHoXs

On prend le modéle du gaz parfait, d’aprés la loi de Laplace : Pu™" = cste

. e s . o . ap d
On fait une différentiation logarithmique et on obtient P YTM =0
1
= = —
Xs YPo
Ainsi, ¢ = YRT
M

M = 28,8 g.mol?, on prend T=300K ety = 1,4 et on obtient : ¢ = 350 m.s™* pour l'air.
Newton pensait que I'évolution des particules était isotherme, dans ce cas on aurait ¢ = 294 m.s™.
Pour I'eau, c = 1500 m.s™*

En fait notre "ressenti" du son ne passe pas uniquement par les conduits auditifs mais aussi a travers
nos os, c’est I’ostéophonie. La légende dit que Beethoven, devenu sourd, utilisait une baguette coincée
entre ses dents qui touchait également la caisse de son piano pour ressentir les vibrations a travers les
os de sa machoire puis de son crane ! Ce phénomeéne est aussi la raison pour laquelle notre voix nous
parait trés différente dans les enregistrements par rapport a ce qu’on entend au quotidien : quand on
parle les ondes sonores passent certes a travers notre conduit auditif, comme tous les autres sons qui
proviennent de I'extérieur, mais aussi a travers les os de la machoire et du crane.

. E .
Pour les solides, ¢ = /p—, pour "acier ¢ = 5300 m.s!
0

Aprés avoir caractérisé la propagation d’'une onde sonore et estimé sa célérité, nous allons maintenant
nous intéresser a I'énergie qu’elle transporte

2) Etude énergétique
a) Bilan d’énergie
0 _ _——
Mo 5 = —grad(p)
]
)(5%+ div(v) =0

On multiplie la premiére équation par ¥ et la deuxiéme par p1 puis on les somme. On obtient :

o1 1N
a(z MoV + 5 XsP1 ) + div(p,v1) =0



On note IT = P17 le vecteur densité de flux de puissance, ou vecteur de Poynting acoustique,

1 S . . o 1 "y .
e, = 5“01712 la densité volumique d’énergie cinétique et e, = EX5P12 la densité volumique

d’énergie potentielle. Finalement, on retrouve I'’équation de conservation de I'énergie :

de

T div(ll) =0

Pour une onde progressive harmonique : p; = Pye~{(®t=k%)

En remplagant dans I'équation d’Euler : iwpyvy = ikp,

Ainsi, on définit I'impédance acoustique : Z = %
1

e
Calcul: e, = e, = 5

M=ce

b) Intensité acoustique et niveau sonore

L'intensité acoustique se note [ =< i >, I'intensité acoustique minimale (=seuil de détection) de

I'oreille humaine est lo = 10 W.m™. On définit alors le niveau sonore (en dB) par : I;5 = 10log (IL)
0

Revenons sur I'approximation acoustique :
e dérivée advective négligée :
(V. grad)v

v
Jt

4
Kl1<=>-K1
c

Pour une OPH, v; = /;IC, sion prend 50 dB, v; =2.10° m.st<<c
0

e pesanteur négligée : |ug| « |grad(p)| <=>f>» % =7.10"3Hz
Pour les ondes sonores, f est entre 20 Hz et 20 kHz

e adiabaticité :

- e ’D . . . .
Le temps caractéristique de diffusion est : Lg;rf = Tth, on peut négliger les échanges thermiques si

- , s g D .
cette longueur est négligeable devant la longueur d’onde, c’est-a-dire si f < — =~ 10" Hz, ce qui est
C

le cas
e approximation acoustique et linéarisations a I'ordre 1 :

Pour 50 dB, p; = 102 Pa << Py, et ;1 << o



Seuil d’audition : 0-10 dB

Piéce calme : 20 dB

Conversation normale a 1 m : 60 dB
Concert : 100 dB

Seuil de douleur : 120 dB

Diagramme de Bode de |'oreille :

A I(dB)

Seuil de douleur

T i e L

T T T T T T T T

50 200 2000 5000 20000 Jf(Hz)

3) Réflexion et transmission sans incidence normale

KL 20 e 2
£ B

Hypotheses : les fluides ne se mélangent pas (I'interface est imperméable), les vitesses normales sont
égales : v/'(0, t) = v1"'(0, t) pour tout t.

On applique le PFD a 'interface, de masse nulle : 0 = (P, + p1)dS — (Py + p1)dS
> p/(0,t)=p:"(0, 1)

v, = aiei(wt—k'x) + arei(wt+k'x) etv,” = atei(wt—k”x)

p = Zl(aiei(wt—k'x) _ arei(wt+k'x)) etp,” =Z2"v,"

On cherche les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude :

Conditions aux limites : a; + a, = a; et Z'a; — Z'a, = Z"'a;

r_ﬁ_Z’—ZH G 2z
V_ai_Z’+ZHe Ve T z'+zn
o= a  Z7!'-7z1 _2Zn
PTGz St T iz

Les coefficients de réflexion et de transmission en puissance sont donnés par :

<IMy> <I¢>

R =
<II;> <II;>



v; = q;cos (wt — k'x), v, = r,a;cos (wt + k'x), v, = t,a;cos (wt — k''x)

p; = Z'a;cos (wt — k'x), p. = Z'rya;cos (wt + k'x), py = Z't,a;cos (wt — k"' x)
_ Ll 2 _ 1 2 _ 1 2

<lII; >= EZ a;”, <Il. >= EZ Tpa;”, < Iy >= EZ tytpa;

EYAVALL
DOHCR = (ZI le)z = (ZI+ZII)2

R + T =1 (traduit la conservation de I'énergie)
Ex : oreille

L'onde sonore arrive au niveau du tympan qui, en vibrant, la transmet aux liquides cochléaires,
assimilables a de I'eau.

Z' ~ 400 kg.m2.s? (eau) et Z” ~ 1,3.10° kg.m2.s?

T=1,1.103<< 1 : la transmission se fait trés mal, la chute du niveau sonore est d’environ 30 dB.

J\.] r - Chaine dosselets

Tympan
5

Liaizon pivot

Eau O

=>» Adaptation d’impédance par les osselets
On applique le théoréme du moment cinétique : F1d; = F2d>

Donc p:Sids = p;Sed; -> 22 = =3h _ 9

D1 Sed,

2
Donc 4l;5 = 10log (%) = 28dB
1

Ainsi grace a la présence des osselets on peut entendre dans des conditions raisonnables. De plus il y
a I'existence de ce qu’on appelle le réflexe stapédien : si I'intensité sonore entrante est trop grande les
osselets se rigidifient et ne transmettent plus la vibration mécanique : on perd a nouveau les 28 dB.

Le modele de I'approximation acoustique marche vraiment tres bien. Toutefois il est insuffisant pour
décrire des effets non linéaires mettant en jeu des ondes sonores de tres fortes intensité, tels que le

phénomeéne de lévitation acoustique, de plus en plus utilisé dans I'industrie car on peut mettre en
mouvement des objets non conducteurs. A I’heure actuelle on n’est capable de déplacer que quelques
milligrammes mais c’est encore en travaux et l'idée ce serait de l'utiliser dans les milieux

pharmaceutiques.



